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Konvergenz und Wichtung von Orthogo-
nalreihen bei Beugungsproblemen

Convergence and Weight Factors of Eigenfunction Expansions in Diffraction Problems

Ubersicht

Zur Lésung kanonischer Randwertprobleme stellt die Methode der Entwicklung nach orthogonalen Eigenfunktio-
nen ein analytisch exaktes und numerisch effizientes Rechenverfahren dar. Ungenauigkeiten bei der numerischen
Auswertung sind aufgrund des Abbruchs der Orthogonalreihen allerdings unvermeidiich. Treten Kantensingularita-
ten auf, so ergeben sich bei der Summation der Orthogonalreihen aufgrund des Gibbsschen Phanomens unphysi-
kalische Uberschwinger, die das Ergebnis zusatzlich verfalschen. Es wird ein Weg gezeigt, wie man trotz dieser
Schwierigkeiten physikalisch sinnvolle Ergebnisse durch eine geeignete Wichtung der Reihen gewinnen kann.

Abstract

The mode-matching method is an analytically rigorous and numerically efficient technique for solving canonical
boundary value problems. Finite series expansions lead to numerical inaccuracies, which in addition increase
whenever edge singularities occur because of non-physical overshoot due to the Gibbs phenomenon. A method of

using weighted series will be shown to overcome these difficulties and get physically meaningful results.
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1. Einleitung

In dieser Arbeit soll eine Klasse von elektromagnetischen Rand-
wertproblemen untersucht werden, die dadurch gekennzeichnet
ist, daB abschnittsweise homogene Wellenleiter durch einen
sprunghaften Ubergang miteinander verbunden sind. Falls die
Querschnitte der beteiligten Leitungen von einfacher Form sind,
so z. B. Rechtecke oder Kreise, so kénnen deren Eigenwellen als
exakte Losung des Randwertproblems angegeben werden [14]. Je-
de physikalisch mégliche Feldverteilung auf solchen Strukturen
kann dann in eine unendliche Orthogonalreihe iiber diese Eigen-
wellen entwickelt werden. Eine solche Orthogonalreihe aus N Ter-
men konvergiert fiir N — % mit mittlerem quadratischen Fehler
Null gegen die exakte Feldlosung.

Zur numerischen Auswertung muf3 jede Orthogonalreihe je-
doch nach endlich vielen Termen abgebrochen werden. Dadurch
entsteht ein Approximationsfehler, der im Gesamtfeld und beson-
ders in den Entwicklungskoeffizienten der hoheren Wellentypen
sichtbar wird. Nach einem kurzen Uberblick zur mathematischen
Methode der Orthogonalentwicklung wird in dieser Arbeit
zunichst das Konvergenzverhalten von endlichen Orthogonalrei-
hen eingehend untersucht. Dabei wird vom bekannten Verhalten
der unendlichen Orthogonalreihen ausgegangen [5, 12, 15].

An spitzen Knicken oder an Spriingen zwischen homogenen
Leitungsteilen treten Feldsingularititen auf [10]. Die Darstellung
von Singularititen durch abbrechende Orthogonalreihen gelingt
allerdings nur ansatzweise. Ein wesentliches Problem besteht dar-
in, daB in der Nihe der Singularitit unphysikalische Uberschwin-
ger bei der Summation der Reihen auftreten, die das numerische
Ergebnis stark verfilschen konnen. Das Verhalten dhnelt dem aus
der Theorie der Fourier-Reihen wohlbekannten Gibbsschen Phé-
nomen [1], das man durch geeignete Tiefpafifilterung beseitigen
kann [2, 8].

Als Folge der Uberschwinger erfiillen die Orthogonalreihen der
aneinandergrenzenden Raumteile auch nicht die Stetigkeitsbedin-
gung in der Trennfliche. Wie im folgenden gezeigt wird, kann eine
schwiichere Gewichtung der hoheren Wellentypen die Gibbsschen
Uberschwinger vermeiden und zu einem glatten, stetigen Feldver-
lauf in der Trennfldche fithren, der die physikalische Realitét bes-
ser beschreibt. Der rechnerische Aufwand zur Erweiterung der
Methode ist sehr gering, doch konnen damit wesentlich genauere
Ergebnisse erzeugt werden.
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2. Analyseverfahren

Die Untersuchungen zur Konvergenz und Wichtung von Orthogo-
nalreihen werden am praktischen Beispiel der Hohlleiterverzwei-
gung aus Bild 1 durchgefiihrt. Das fiir alle drei Teilhohlleiter glei-
che kartesische Koordinatensystem befindet sich in der Mitte des
groBen Hohlleiters I11. Es wird stets eine eingeschwungene harmo-
nische Zeitabhingigkeit angenommen, fiir die man zur Bequem-
lichkeit die komplexe Darstellung & einfiihrt und komplexe Am-
plituden (Phasoren) durch Unterstreichen kennzeichnet. Die Fel-
der in allen drei Raumteilen werden in unendliche Reihen tiber tri-
gonometrische Eigenfunktionen entwickelt. Mit gln, QI; und gﬂ‘wer—
den die Phasoren der auf die Trennfliche bei z = 0 zulaufenden
Wellen mit # = 1, 2, 3 ... bezeichnet. Entsprechend beschreiben l_)In,
L)I,f und _',:[ die an der Trennfliche reflektierten Wellenanteile. In
der Trennfliche bei z = 0 erméglicht eine gegenldufige Orthogo-
nalentwicklung [14] die stetige Anpassung der tangentialen Feld-
komponenten sowie die Erfiillung der Randbedingungen auf der

metallenen Stirnseite der Breite ¢ und Hohe b3-5,-b,> 0.
2.1 Felddarstellungen
Da wir als Anregung der Struktur nur Hy-Wellen betrachten wol-

len, werden in der Trennfliche bei z = 0 ausschlieBlich Hy,-Wellen
mitn = 1, 2, 3 ..., die keine Feldabhingigkeit in x-Richtung aufwei-
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Bild 1: Hohlleiterverzweigung in der H-Ebene, in der sich nur Ho,-Wellen
mit den Feldkomponenten E,, H, und H; ausbreiten

Die relativ zur Trennflache bei z = 0 zu- bzw. weglaufenden Wellenampli-
tuden in den drei Raumteilen werden mit a, und b, bezeichnet. Alle me-
tallischen Wénde sind elektrisch ideal leitend (x — o).



sen, angeregt. Eine HyWelle besitzt nur drei Feldkomponenten.
Beispielhaft wird fiir den Raumteil 111 der vollstindige Feldansatz
angegeben:
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mit Zo =+/Ho / g und ky= 21/ Ag = @+ lo€, die Feldwellenwi-
derstinde der Hy,Wellen im Raumteil III. Die Ausbreitungskon-
stanten

2
m B =i ks —(nn/b3)

ol = (nn/b3)2; 2 3)

sind imaginér fir ausbreitungsfahige Wellen (1 < 2b3/ A9) und reell
fiir gedampfte cutoff-Wellen. In den Raumteilen I und II werden
entsprechende Reihen angesetzt. Alle Orthogonalreihen miissen
fiir die numerische Auswertung bei einem gewissen Modenindex
jeweils abgebrochen werden.

2.2 Orthogonalentwicklung

Die Berechnung der Hohlleiterverzweigung nach Bild 1 erfordert
die Erfiillung sowohl der Stetigkeit in den Trennflichen der Teil-
hohlleiter als auch der Randbedingung an der Mittelblende im
Raumteil III. Wegen der Leitfahigkeit «— o aller Hohlleiterwan-
de fordert man bei z = 0 (jeweils im Bereich -a/2 < x < a/2):

fiir —by/2<y<—by/2+Db,,
=10 fiir —b,/2+b,<y<by /2=y,
E_ fir by/2-b Sy<b /2 4)
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—_J=)
H, fir by/2-b<y<b/2. (5)
Man setzt nun die Reihendarstellungen der Feldkomponenten
in die Beziehungen (4) und (5) ein. Dabei werden die hochsten
Modenindizes n;, n, und n; in den drei Raumteilen entsprechend
der Linearabmessung der jeweiligen Hohlleiterhohe gewahlt:

h_m_n (6)
bl bZ b3

Man gibt sich z. B. ein #; vor und errechnet #, und n, als dieje-
nigen natiirlichen Zahlen, die die Bedingung (6) am besten erfiil-
len. Eine gegenlaufige Orthogonalentwicklung der tangentialen E-
Felder der Raumteile I und II nach den Eigenfunktionen des
grofien Raumteils IIT und der tangentialen H-Felder in umgekehr-
ter Richtung sichert die gleichzeitige Erfiillung der Stetigkeits- und
Randbedingungen in der Trennfliche. Die Koppelintegrale kon-
nen analytisch berechnet werden. Damit erhdlt man die Reflexi-
ons- und Transmissionskoeffizienten aller ausbreitungsfdhigen
und cutoff-HoWellen in allen drei Raumteilen, die man in einer
Streumatrix [S] vom Rang n; + n, + nsanordnet. Es bietet sich eine
Sortierung nach aufsteigendem Modenindex #, d. h. nach wach-
sender Grenzfrequenz, an. Als Test fiir die numerische Genauig-
keit der Streumatrix konnen die bekannten Beziehungen mit ihrer
Transponierten und  ihrer Inversen  benutzt werden:

[S]=[81"= 81"

3. Die Kantenbedingung

Die Hohlleiterverzweigung nach Bild 1 weist an den Stofistellen
der Teilhohlleiter Kanten auf. Fiir die strenge Beugungslésung an
unendlich gut leitenden diinnen Schirmen oder keilformigen
Streukérpern muf nach [10] die Kantenbedingung erfiilit werden.
Dazu betrachten wir in Bild 2 einen metallischen Keil mit ideal
scharfer, geradliniger Kante C. Die Kante diene als z-Achse eines
zylindrischen Koordinatensystems (p. ¢ z). LiBt man nun eine
elektromagnetische Welle auf den Keil einfallen, so wird sie einer-
seits an den Keilflichen reflektiert, zusétzlich aber auch an der
Kante gebeugt. Es stelit sich durch Uberlagerung der einfallenden,
reflektierten und der gebeugten Welle ein Gesamtfeld ein, das wir
in unmittelbarer Kantennihe betrachten wollen. Die gespeicherte
elektrische und magnetische Energie in jeder endlich grofien Um-
gebung einer Kante muf3 beschrénkt sein. Zieht man das eine quel-
lenfreie Kante umgebende Volumen V' mit seiner Oberfliche 4 auf
Null zusammen, dann muf} deswegen
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gelten. Dies ist der komplexe Poyntingsche Satz fir quellenfreie,
nichtleitende Medien. Er sagt aus, daB die Kante selbst nicht
strahlt. UmschlieBt man die gerade Kante in Bild 2 mit einem zy-
lindrischen Volumenelement d¥ = pdpd¢dz, so sieht man wegen
des metrischen Koeffizienten p sofort, daf die starkste Kantensin-
gularitit der E- und H-Felder hochstens von der Ordnung o(p™?)
sein kann. Zur genaueren Betrachtung teilen wir in Tabelle 1 die
im allgemeinen sechs Feldkomponenten des Gesamtfeldes am lei-
tenden Keil nun in zwei Gruppen ein. In [12] wird ausfiihrlich ge-
zeigt, daB bei kleinen Abstinden p << Ao von der Kante die Feld-
komponenten von folgender Grofienordnung sein miissen:

Bild 2: Elektrisch ideal leitender Keil (x — o) mit scharfer, geradiiniger
Kante C

Direkt auf der Kante C verschwinden die Léngsfeldstarken, und die
Querfeldstarken werden singular.
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Tabelle 1: Léngs- und Querfeldstérken relativ zur Kante des metallischen
Keils aus Bild 2

Lingskomponenten E,H,

Querkomponenten EL.E,H,H,

Im Grenzfall p — 0, also direkt auf der Kante, verschwinden
darum die Langsfeldstirken. Die Querfeldstiarken werden dort sin-
guldr, falls 7 < @ < 27 gilt. Erweiterungen der Kantenbedingung
auf dielektrische Keile findet man u. a. in [3] und [6]. Im Falle 0 <
@ < 7t hat man keine ,duflere“ Kante sondern einen ,inneren®
Winkel, an dem fiir p — 0 keine der sechs Feldkomponenten sin-
gulir wird. Der Sonderfall ¢ = 7 liefert die bekannte Reflexion an
einer ebenen, metallischen Wand, die unter dem Gesichtspunkt
von Kantensingularititen nicht interessant ist. Die stirkste Kan-
tensingularitit, die liberhaupt auftreten kann, erhilt man beim un-
endlich diinnen Schirm, der aus der aligemeinen Kante im Grenz-
fall gy — 27 entsteht. Hier gehen die Querfeldstérken mit abneh-
mendem Kantenabstand p wie p'/? gegen unendlich. Fiir das Bei-
spiel der Hohlleiterverzweigung nach Bild 1 sind unter der Neben-
bedingung b3 > b, + b, nur die Kantenarten aus Tabelle 2 von Be-
deutung.

Tabelle 2: Singularitaten der Querfeldstarken an geraden Kanten berech-
net nach (8)

Kantenform Kantenwinkel Singularitit
0,=37/2 o(s")
)
0, >27 o(p?)
Py

4. Abbruch von Orthogonalreihen
4.1 Konvergenzverhalten

Da nur quer zur Kante liegende Feldkomponenten singuldr wer-
den konnen, haben bei der in Bild 1 betrachteten Hohlleiterver-

zweigung mit Kante in x-Richtung und alleiniger Anregung von
HoyWellen nur die magnetischen Komponenten H, und H, eine
Singularitéit, wiahrend die elektrische Komponente E, an der Kante
eine Nullstelle aufweisen muf. Bei den Reihenansétzen der Ortho-
gonalentwicklung wurde die Kantenbedingung nicht explizit einge-
arbeitet. Es ist daher notwendig, ihre Erfilllung anhand der nume-
rischen Ergebnisse nachtriiglich zu iiberpriifen. Wir wollen hierzu
das asymptotische Abfallen der Betrige blg = Il_)“; | der komplexen
Entwicklungskoeffizienten mit zunehmender Modenordnung » be-
trachten. Von vielen anderen Autoren (z. B. [5, 12, 15]) wurden
bereits ausfiihrliche Untersuchungen zur Konvergenz von unendli-
chen Orthogonalreihen unter Beriicksichtigung der Kantenbedin-
gung durchgefithrt. Darum wollen wir uns hier kurz fassen und in
Tabelle 3 lediglich die wesentlichen Ergebnisse zusammentragen.

Die Orthogonalreihen (la) bis (1c) miissen aus numerischen
Griinden jedoch nach einer hdchsten, gerade noch mitgenomme-
nen Hon-Welle abgebrochen werden, d. h. mit N = n; wird

-
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n=1

Aus einer unendlichen Reihe mit bekanntem Konvergenzverhal-
ten ist nun eine mit endlich vielen Termen geworden. Im folgen-
den wollen wir den Einflufl des Abbruchs der Reihe auf das nach
der Kantenbedingung theoretisch geforderte asymptotische Ab-
klingen der Entwicklungskoeffizienten genauer untersuchen. Dazu
definieren wir eine symmetrische Hohlleiterverzweigung wie in
Bild 3 mit unendlich diinner Mittelblende als unser Standardpro-
blem. Alle numerischen Ergebnisse, die im folgenden gezeigt wer-
den, beziehen sich auf dieses Feldproblem. Durch zwei aus den
kleineren Hohlleitern einfallende Hy-Wellen werden reflektierte
und transmittierte Hp,Wellen angeregt. Bei phasen- und amplitu-
dengleicher Anregung mit g'l = QI{ und den Abmessungen a = b =
by =0,7 - Ao und b3 = 1,4 - Ao werden im grofien Raumteil I1I aus-
schlieBlich ungerade Hy,Wellen mit n = 1, 3, 5, ... angeregt. Die
Betriige ihrer Wellenamplituden blg sind im Bild 4 durch kleine
Kreise markiert. Der hochste Modenindex, nach dem die Reihen
abgebrochen wurden, ist 73 = 140. Da nur ungerade Wellentypen
auftreten, werden somit 70 Wellen mit #n = 1, 3, 5, ..., 139 aufsum-
miert. Das aus der Kantenbedingung folgende asymptotische Ab-
klingen der Betrige der Fourier-Koeffizienten

fim 51 = o(n“) (10)
n—oo

kann ab der vierten Eigenwelle, d. h. der Hy,-Welle, als sehr gut be-
stitigt gelten, wihrend sich fiir groe Modenindizes » eine Ablo-
sung der Wellenamplituden von der asymptotischen Geraden er-

Tabelle 3: GroBenordnung des n-ten Terms (fiir 1 — <o) in den Orthogonalreihen (1)

singuldre Felder nichtsinguléres
Kantenform »E
" Hyund H, Feld E,
o(n"‘/%) o(n‘l‘"/%)
O(n'm) O(n's/a)
Qo =37/2
o(n”) ofn?) o(w?)
P20
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Bild 3: Standardproblem mit symmetrischer Anregung durch zwei identi-
sche Hoi-Wellen

Abmessungen: a=b1=b,=0,7 - Agundbg=1,4- Ao

Abbruch der Orthogonalreihen bei ny = np = 70 und n; =140
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Bild 4: Darstellung der Betrage der Entwicklungskoefiizienten &) fur das
Feldproblem aus Bild 3

Der nach der Kantenbedingung asymptotische Bereich B o n~" wird
nach etwa 55 % der insgesamt mitgenommenen Eigenwellen ng = 140
verlassen, weil die hdheren Welien noch nicht ausreichend konvergiert
sind.

gibt. Dieser numerische Effekt hat seine Ursache im Abbruch der
unendlichen Orthogonalreihen. Die Streumatrixelemente, die zu
den hohen Modenordnungen gehoren, zeigen némlich aufgrund
nicht beriicksichtigter hoherer Wellen noch keine ausreichende
Konvergenz.

Die Zone der Abldsung vom asymptotischen Verlauf kann bei
Mitnahme zusitzlicher Wellen in Richtung hoherer Indizes » ver-
schoben werden, ihr Auftreten ist aber grundsétzlich unvermeid-
lich. Umfangreiche numerische Studien ergaben, dafi eine sichtba-
re Abweichung vom asymptotisch erwarteten Verlauf nach etwa
55% der insgesamt mitgenommenen Eigenwellen erfolgt. Im Bild
4 beginnt diese Abldsung bei einem Modenindex von ca. 0,55 -
140 = 77. Die Entwicklungskoeffizienten der hoheren Wellen bei
abbrechenden Orthogonalreihen zeigen also noch nicht das nach
der Kantenbedingung geforderte asymptotische Verhalten.

4.2 Stetigkeit der Feldanpassung

Wir haben gesehen, wie das Abschneiden von Orthogonalreihen
bei hoheren Wellentypen zu einer langsameren Konvergenz flihrt
als bei niederen Wellentypen. Dieser Effekt tritt bei der betrachte-
ten Hohlleiterverzweigung nach Bild 3 in jedem der drei Teilhohl-
leiter auf. Darum ist es von besonderer Bedeutung, seinen Einflufl

auf den stetigen Ubergang der Felddarstellungen an den Raumteil-
grenzen in der Trennfliche zu untersuchen. i

4.2.1 Uberpriifung durch Feldbilder

Eine graphische Moglichkeit, im Zeitbereich die Stetigkeit der Fel-
der in der Trennfliche zu beurteilen, ist die Betrachtung von Feld-
linienbildern im Lingsschnitt der Hohlleiterstruktur. Bei alleiniger
Anregung von Hy Rechteckhohlleiterwellen hat die elektrische
Feldstirke ausschlieBlich eine E,-Komponente, wihrend die ma-
gnetische Feldstirke eine Hy- und eine H Komponente aufweist.
Da die magnetischen Komponenten die Integrabilitdtsbedingung

BHy(y,z,t) . aHz(y,z,t)

dy 0z 0 ab
erfiillen, wie man anhand von (1b) und (1c) leicht nachpriift, kon-
nen sie als Hohenlinien einer skalaren Potentialfunktion darge-
stellt werden [13]. Diese Potentialfunktion ist aber gerade durch
die elektrische Komponente E)(y, z, t) = Re[EL), 2)e®} nach (la)
gegeben. In Bild 5 werden zwei magnetische Feldbilder in unmit-
telbarer Umgebung der Raumteilgrenzen miteinander verglichen.
Fiir die Orthogonalentwicklung wurde im grofien Raumteil III
zunichst ein hochster Modenindex von 73 = 6 und dann n3 = 140
angesetzt. Bei ungeniigender Anzahl der beriicksichtigten Wellen
ist die Stetigkeit der Felder an den Raumteilgrenzen nicht gewihr-
leistet. Mit zunehmender Wellenanzahl erhélt man hingegen einen
glatten Feldlinienverlauf. Aber auch bei Hinzunahme sehr vieler
Wellen in den Orthogonalreihen besteht hinsichtlich des stetigen
Feldiibergangs noch ein weiteres Problem, das wir im folgenden
Abschnitt besprechen wollen.

Bild 5: Magnetische Feldlinien des Gesamtfeldes, das sich fur das Feld-
problem aus Bild 3 einstellt

Im linken Bild wurden im groBen Raumteil nur n = 6 Eigenwellen ange-
setzt, wahrend rechts ng = 140 Eigenwellen mitgenommen wurden.

4.2.2 Gibbssches Phinomen

Aus der Theorie der Fourier-Reihen ist bekannt, daf in der Umge-
bung von Sprungstellen der zu entwickelnden Funktion stets wel-
lenartige Uberschwinger existieren, deren Amplitude mit zuneh-
mender Anzahl N der Reihenterme nicht gegen Null konvergiert.
Diese Erscheinung nennt man das Gibbssche Phinomen. Bei ei-
ner Rechteckfunktion schldgt z. B. der erste Uberschwinger iiber
das Rechteckdach um etwa 8,95% der Sprunghdhe hinaus [1].
Aufgrund dieses Phdnomens, das nicht nur auf klassische Fourier-
Reihen beschrinkt ist, ist der Giite der Approximation durch Or-
thogonalreihen bei Vorkommen von Sprungstellen eine Grenze ge-
setzt.

Bei der Feldanpassung in der Ebene z = 0 des Randwertpro-
blems nach Bild 3 fiihrt das Gibbssche Phinomen zu starken Os-
zillationen der Orthogonalreihen und dariiber hinaus zu Unstetig-
keiten an den Raumteilgrenzen. Das zeigt sich deutlich in Bild 6,
wo der Betrag des Magnetfeldes innerhalb der Trennfléche beiz =0
als Funktion von y/ Ao dargestellt ist. Die eine Kurve stellt die Or-
thogonalreihen der Raumteile I und II fiir z = 0_ und die andere die
Orthogonalreihe des Raumteils I1I fir z = 0, dar. Man erkennt un-
physikalische Uberschwinger, die mit zunehmender Entfernung
von der Kante kleiner werden. Insbesondere sind beide Kurven
keineswegs deckungsgleich, sondern zeigen auffillige Abweichun-
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Bild 6: Betrag des Magnetfeldes

H(t = 0) = \/|ﬂyl2 cos’ (arcL—I_y) + ‘ﬂzlz cos’ (arcﬂz) links

und rechts der Trennflache bei z = +0 als Funktion von vyl

Wegen der Gibbsschen Uberschwinger, die mit zunehmender Entfer-
nung von der Kante Kleiner werden, kann keine stetige Feldanpassung
erreicht werden.

gen voneinander. Die theoretisch vorhandene Singularitét beiy = 0
kann numerisch natiirlich nur ansatzweise nachgebildet werden;
man erhilt lediglich ein scharfes Maximum. Eine Moglichkeit zur
Beseitigung des Gibbsschen Phanomens und der Unstetigkeit in-
nerhalb der Trennfliche wird im nichsten Abschnitt diskutiert.

5. Wichtung von Orthogonalreihen

Die unphysikalischen, wellenartigen Uberschwinger, die in der
Umgebung von Sprungstellen bei der numerischen Auswertung
von Orthogonalreihen auftreten, werden im wesentlichen durch
raumlich schnell variierende Feldanteile bestimmt. Eine
schwichere Gewichtung der hoheren Wellentypen muf3 daher zu
einer starken Dampfung dieser Oszillationen und zu einem glatte-
ren Feldverlauf in der Trennfliche fithren. Dazu betrachten wir
folgende Analogie.

Ein Gleichstromschaltvorgang wird bekanntermafien durch
Tiefpaffilterung verzerrt. Der ideale Tiefpafl mit rechteckiger Fre-
quenzcharakteristik fithrt zu starken Uberschwingern, wihrend ei-
ne in Richtung héherer Frequenzen des Durchlaibereichs gleich-
maBig ansteigende Ddmpfung eine Unterdriickung des Uber-
schwingens bewirkt [7]. In [4] findet man zur Untersuchung die-
ses Sachverhalts einen umfangreichen Katalog von Tiefpafifiltern
zusammen mit deren jeweiligen Impulsantworten; dhnliche Bei-
spiele enthélt auch [16].

Es wird nun eine in Richtung zunehmender » abfallende Ge-
wichtsfunktion w(n, N) eingefiihrt und anstelle z. B. der Orthogo-
nalreihe (1a) fiir die numerische Auswertung folgende Reihenent-
wicklung bis zum jeweils N-ten Reihenterm mit N = ny, n, n; be-
nutzt:

) 2 Sl o+ 2]
3

n=1

111 m _ m
VZ -(l_v,,e L +a, elnz]- (12)

n

Die Gewichte w(n, N) werden auf die gleiche Weise in die Rei-
henentwicklungen sdmtlicher Feldkomponenten in allen drei
Raumteilen eingefiigt. Unter vielen anderen Mdglichkeiten wurde

Tabelle 4: Gewichtsfunktionen w{p) zum numerischen Ddmpfen héherer
Wellentypen mit p(n, N) = (n-1)/(N-1)undn=1,2,3, ... N
Die Funktionen (1) bis (4) sind in Bild 7 dargestelit.

Fensterform Gewichtsfunktion
(1) Rechteck-Wichtung {w =1
Dreieck-Wichtung w=1-p
(2) si -Wichtung w= ﬂ‘éﬁ;") =si (p‘ 1:)

Hamming-Wichtung w=0,54+046- cos(p . 1:)

(3) cos® -Wichtung w = cos’ (p-;ij =0,50+0,50-cos(p- %)

(4) Blackman-Wichtung | w =0,42+0,50- cos(p . 1:) +0,08- cos(p . 21:)
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Bild 7: Gewichtsfunktionen w(p) nach Tabelle 4

Vom idealen TiefpaB der Rechteck-Wichtung (1) Uber si-Wichtung (2),
cos®-Wichtung (3) zur Blackman-Wichtung (4) werden die héheren Wel-
len zur Milderung des Gibbsschen Phanomens immer stérker bedampft.

in dieser Arbeit das Verhalten der in Tabelle 4 dargestellten Ge-
wichtsfunktionen untersucht. Der Verlauf der Funktionen (1) bis
(4) wird in Bild 7 verdeutlicht. Die Idee der Wichtung von Fourier-
Reihen geht auf [2] und [8] zuriick, wo bereits die Dreieck- und
die si-Wichtung verwendet wurde.

Die Wirkung der spektralen Taperung, also des numerischen
Dimpfens der hoheren Wellentypen zeigt sich wieder anhand des
Betrags des Magnetfelds sehr deutlich in den Bildern 8a bis 8c. Die
Oszillationen von Bild 6 und die daraus folgenden Unstetigkeiten
sind verschwunden. Die ehemals scharfe Funktionsspitze, die nu-
merisch die Kantensingularitit nachbildet, ist hingegen flacher
und niedriger geworden. Diesen Effekt mufl man zur Erlangung ei-
nes stetigen Feldiibergangs allerdings in Kauf nehmen. Von allen
untersuchten Gewichtsfunktionen der Tabelle 4 zeigt die cos™
Wichtung in Bild 8b das ausgewogenste Verhalten zwischen
Dampfung der Oszillationen und Herbeifithren der Stetigkeit ei-
nerseits und numerischer Nachbildung der Kantensingularitdt an-
dererseits. Im Bild 9 werden deswegen die geglatteten Kurven
nach Bild 8b und die Magnetfelder der ungewichteten Reihen aus
Bild 6 nochmals gemeinsam dargestellt. Man erkennt deutlich das
Oszillieren um die Ausgleichskurven nach Bild 8b, die die physika-
lische Realitit wesentlich besser beschreiben als die urspriingli-
chen Orthogonalreihen ohne Wichtung.
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Bild 8: Im Vergleich mit Bild 6

a) noch nicht ganz befriedigende Beseitigung des Gibbsschen
Phénomens durch si-Wichtung (2)

b) ausgewogenes Verhalten zwischen Dampfung der Ostzillationen und
numerischer Nachbildung der Kantensingularitét durch cos?-Wichtung
@)

c) sehr gute Dampfung der Oszillationen aber weniger gute numerische
Nachbildung der Kantensingularitat durch Blackman-Wichtung (4)
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Bild 9: Gemeinsame Darstellung der durch cos®-Wichtung geglétteten
Kurven nach Bild 8b und der Magnetfelder der urspriinglich ungewichte-
ten Reihen aus Bild 6

6. Zusammenfassung

Die Methode der Entwicklung nach orthogonalen Eigenfunktio-
nen wird sehr erfolgreich zur Losung kanonischer Beugungspro-
bleme eingesetzt. Trotz ihres mathematisch exakten Ansatzes kon-
nen bei der numerischen Auswertung erhebliche Schwierigkeiten
auftreten.

Die fiir eine gewiinschte Genauigkeit notwendige Anzahl der
mitzunehmenden Eigenwellen in den verschiedenen Raumteilen
148t sich durch Konvergenzuntersuchungen unter Beriicksichti-
gung der Kantenbedingung noch relativ einfach ermitteln. Die un-
physikalischen Gibbsschen Uberschwinger, die in der Néhe von
Kantensingularititen beobachtet werden, kénnen im Rahmen der
klassischen Orthogonalentwicklung durch blofies Hinzunehmen
weiterer hoherer Wellen allerdings nicht beseitigt werden. Erst ei-
ne Erweiterung der Methode hin zu den gewichteten Orthogonal-
reihen vermeidet das Gibbssche Phinomen und liefert numerische
Ergebnisse, die physikalisch sinnvoll sind. Die Auswahl einer ge-
eigneten Wichtung bedeutet stets einen Kompromif} Zwischen er-
wiinschter Dampfung der Uberschwinger bei noch ausreichender
Flankensteilheit der numerisch nachgebildeten Kantensingula-
ritat.

Die Gibbsschen Oszillationen treten als numerisches Phéno-
men nur in einer engen Umgebung um die Sprungstelle bei z = 0
auf. Im Gesamtfeld in einiger Entfernung von der Trennfliche, das
sich im wesentlichen nur aus den meist wenigen ausbreitungsfahi-
gen Eigenwellen zusammensetzt, sind diese Phénomene nicht
mehr feststellbar. Wenn ausschlieBlich dort die Felder gesucht
sind, ist die Summation der ungewichteten Orthogonalreihen vol-
lig ausreichend. Bei zunehmender Annédherung an die Trennfldche
werden die Ergebnisse der klassischen Orthogonalentwicklung al-
lerdings zweifelhaft. Das Verfahren kann aber durch eine
schwichere Wichtung der hoheren Wellentypen erfolgreich modi-
fiziert werden und liefert dann wieder numerisch zuverléssige Er-
gebnisse.
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