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Ubersicht. Das Eigenwertproblem cines lingshomogenen Hohlleiters mit beliebig geformter Berandung und ge-
schichteter anisotroper Fiillung wird mit Hilfe der Methode der finiten Elemente (FEM) numerisch gelést. Die ten-
soriellen Feldgleichungen werden hergeleitet, und fiir gyrotrope Medien gelingt eine neue analytische Entkopplung
der E- von den H-Feldern. Die entkoppelten Gleichungen werden numerisch geldst und die Konvergenz der FEM-
Losung mit zunchmender Knotenzahl an verschiedenen Beispielen untersucht, insbesondere wird die Faraday-
Drehung im Rundhohlleiter mit axialem Ferritstab betrachtet.

Abstract. The eigenvalue problem of a uniform hollow waveguide with boundaries of arbitrary shape filled with a
layered anisotropic medium is solved numerically by means of the finite element method (FEM). The field equations
-are derived in tensor from. Electric and magnetic fields can be decoupled analytically for gyrotropic media. The novel
decoupled equations are solved numerically and the convergence of the FEM solution with decreasing mesh size is in-
vestigated. The particular case of a circular cross-section waveguide with axial ferrite rod is studied in detail.

1 Einleitung

Wir wollen elektromagnetische Wellen in lingshomo-
genen Hohlleitern suchen, bei denen der beliebig ge-
formte Querschnitt unabhéngig von der Koordinate z
der Richtung der Wellenausbreitung ist. Auf den elek-
trisch ideal leitenden Rindern des Hohlleiters miissen
die elektrische Feldstirke und die Normalableitung der
magnetischen Feldstirke verschwinden. Die Grenzfre-
quenzen der Eigenwellen hingen von den Quer-
schnittsabmessungen des Hohlleiters und von den
Materialeigenschaften einer oder mehrerer im Hohl-
leiter vorhandener Fiillungen ab. Der Hohlleiterquer-
schnitt sei wie in Bild 1 elektrisch ideal leitend be-
grenzt und beliebig einfach oder mehrfach zusam-
menhidngend, d.h. ohne bzw. mit einem oder mehreren
Innenleitern. Der Raum zwischen den Leitern soll
durch ein geschichtetes anisotropes Medium gefiillt
sein.

Bild 1: Die homogene Leitung mit geschichteter. anisotroper Fallung.

2 Feldgleichungen in anisotropen Medien

Die Losung solcher Leitungsprobleme mit kompli-

zierten Querschnitten kann i.a. nicht in analytischer

Form dargestellt werde. Man ist vielmehr auf numeri-

sche Verfahren zur Bestimmung der Feldbilder und

der Grenzfrequenzen angewiesen (Davies und Muil-

wyk 1966; Weiland 1977; Navarro und Such 1992). In

dieser Arbeit soll hierzu die Methode der finiten Ele- -
mente (Schwarz 1991; Kost 1994; Silvester und Fer-

rari 1994) verwendet werden.

Fiir harmonische Zeitabhiingigkeit e/’ lauten die quellenfreien Maxwellschen Gleichungen

rotA=joD und rotE=-joB .

)]

Die ortsabhiingigen Phasoren der elektromagnetischen Feldvektoren werden zur Kennzeichnung ihres komplexen
Charakters unterstrichen. Wird in das elektromagnetische Feld des Vakuums ein i.a. verlustbehaftetes Medium mit



den frequenzabhingigen Eigenschaften Permeabilitit E(m) und Permittivitit §(co) eingefiihrt, so gelten die Material-
gleichungen B=p Hund D=gE . In anisotropen Medien miissen fiir die Vektorkomponenten statt dessen Ten-
sorgleichungen verwendet werden:

3

B=>p H, und - D,=3g,E,. @

= =l

w

Der Index i =1,2,3 kann z.B. fiir die kartesischen Vektorkomponenten in x-, y- oder z-Richtung stehen. Bei symme-
trischen Materialtensoren, also z.B. - B=R hat man ein reziprokes Medium. Ein nichtreziprokes Medium ist da-
gegen durch einen hermiteschen Tensor B= _L_L;‘ gekennzeichnet. '

2.1 Die Maxwellschen Gleichungen

Wir wollen annehmen, daB sich eine elektromagnetische Welle in die positive z-Richtung in einem lingshomogenen
_ Medium ausbreitet. Mit der i.a. komplexen Ausbreitungskonstante y =o+j B =jk, kann somit der Ausbreitungs-

-y z .
term e - separiert werden:

Bl E )5 £, )5, B )a] B
H= [ e+H(xy)e+H(xy)e]e-

Mit den nunmehr nur noch von den Querschnittskoordinaten x und y abhéingigen sechs Feldkomponenten folgen aus
(1), (2) und (3) die Maxwellschen Gleichungen fiir anisotrope, lingshomogene Medien:
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2.2 Entkopplung der Feldgleichungen fiir gyrotrope Medien

Gyrotrope Medien sind ein Spezialfall anisotroper Stoffe, bei denen die Matrix des Permeabilitiits- bzw. Permittivi-
titstensors folgende Gestalt aufweist

Lo TR 27} 0 €y & O
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Mit (5) kénnen durch Ineinandereinsetzen det Gln. (4) die elektrischen von den magnetlschen Feldkomponenten ent-
koppelt werden. Fiir die Reduktion der Gleichungen bilden die raumladungsfreien Divergenzgleichungen

o g oH, 8H, 0H, 0H,

leB—le([E]_f_]_)—O = B, . +H, 5y +1 oy o By -y Egﬁ}: ©
U oE, O0E oE, OE,

leQ=d‘V([§]E)=0 < &, ~t+e, ox =+ a_y +&n 3y L-y enk, =0

ein notwendiges Hilfsmittel. Wir wollen die langwierige Zwischenrechnung iiberschlagen und nach Elimination der
Magnetfelder direkt das gekoppelte System fir £, und £ angeben: ‘
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Dabei wurde y* = -k’ gesetzt. Im isotropen Spezialfall hat man keine Materialtensoren, sondern die skalaren Groben
~ 1 und ¢, und das Gleichungssystem (7) entkoppelt zu :

* &
ax’ * ay*
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—s+—g+o’ps-k; |E, =0 bzw. +o’pe-k; |E, =0. ®)
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Fiir den biaxialen Spezialfall, in dem die Materialeigenschafien durch Diagonaltensoren ausgedriickt werden konnen,
gibt Weiland (1977) einfachere Gleichungen an, die sich aus (7) ohne weiteres ergeben. Aus (4) kann auch ein zu (7)
iquivalentes System fir H, und H  hergeleitet werden, falls jetzt die elektrischen.Feldkomponenten eliminiert
werden. Zum selben Ergebnis fiihrt auch ein schnelierer Weg iiber die Fitzgeraldsche Transformation von (7). Hat
man erst einmal den Eigenwert k> mitsamt den Losungen E, und E, von (7) bestimmt, so folgenden alle weiteren
' vier Feldkomponenten des gyrotropen Mediums aus (4). : '

3 Die Methode der finiten Elemente

Die Methode der finiten Elemente (FEM) wurde urspriinglich fiir Probleme aus der Elastomechanik entwickelt. Fe-
stigkeitsberechnungen und die Bestimmung der mechanischen Beanspruchung von Tragwerken standen zunichst im
Vordergrund. Erst spiter wurde das Verfahren erfolgreich zur numerischen Berechnung von elektromagnetischen
Feldern angewandt. Zu dem Programmpaket MATLABS® ist eine Partial Differential Equation (PDE) — Toolbox er-
haltlich, die in der Lage ist mit Hilfe der Methode der finiten Elemente ein gekoppeltes Eigenwertproblem von folgen-
der Art zu behandeln: :
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Man muB nur u, = E, sowie 4, = E, setzen, den Eigenwert A mit 13: identifizieren und dann die sechs (2x2) -
Matrizen [c,,1, [¢},], ey 1. [€ ], [2] und [d] durch Vergleich mit (7) belegen. Dann werden die Feldgleichungen fiir
gyrotrope Medien mit Hilfe der PDE-Toolbox in ein dquivalentes Variationsproblem iibergefiihrt, dessen Losung den
Zustand kleinstmdglicher Gesamtenergie beschreibt, der sich bei physikalischen Problemen auf natiirliche Weise ein-
stellt. Bei der Methode der finiten Elemente wird der felderfiilite Leitungsquerschnitt in moglichst gleichseitige Drei-
eckselemente diskretisiert, auf denen in der MATLAB® PDE-Toolbox ein linearer Losungsansatz (Polynom der Ord-
nung p =1) gemacht wird. Die Feldwerte an den Knotenpunkten des Dreiecksgitters konnen nach Zusammenfassen
aller Dreiecke des Querschnitts und unter Beriicksichtigung der Randbedingungen aus einem linearen Gleichungssy-
stem ermittelt werden, das aus dem Variationsproblem gewonnen wird. Da nicht jeder Knoten mit jedem anderen



Knoten verbunden ist, ist das lineare Gleichungssystem nur schwach besetzt. Durch eine geeignete Knotennumerie-
rung 148t sich erreichen, daB die wenigen von Null verschiedenen Elemente der Matrix in einem schmalen Band
symmetrisch zur Hauptdiagonalen zu liegen kommen, wodurch eine kompakte Speicherung moglich wird.

3.1 FEM-Diskretisierungsfehler und Aitken-Extrapolation
Die Genauigkeit der numerischen Ergebnisse der Finite-Elemente-Methode verbessert sich mit zunehmender Netz-
verfeinerung. Nach Kost (1994) kann der FEM-Approximationsfehler mit

lef=0 (#*) fiir Gebiete ohne Kantensingularitt | (10)

angegeben werden. Dabei ist 4 =1/N die Maschenweite der Triangulierung, die innerhalb eines zweidimensionalen
Gebiets umgekehrt proportional zur Anzahl N der Dreiecke ist. Fiir # — 0 wird tatsichlich die exakte Losung des
Problems gefunden. Fiir die Konvergenzgeschwindigkeit ist neben der Ordnung p des Polynomansatzes auch die In-
tensitit eventuell vorhandener Kantensingularititen von Bedeutung (Kark 1997). An einer ideal leitenden, geradlini-
gen Kante mit dem 4uBeren Kantenwinkel © <@, <27 werden die Felder quer zur Kante singuldr, wahrend die
Lingsfeldstirken verschwinden. Mit dem Parameter s = /@, gilt dann nach Kost (1994)

|efl=0 (h"““ (P. ‘)) . fiir Gebiete mit Kantensingularitat | (11)
Darum ist in der N4he einer Singularitit mit 0,5< s <1 die p-Verfeinerung wirkungsios. Nur die h-Verfeinerung des
Gitters kann dort noch die numerische Genauigkeit erhéhen. Bei der MATLAB® PDE-Toolbox vervierfacht jede h-

Verfeinerung die Anzahl N der Dreiecke. Wenn diese beim Startgitter mit N, bezeichnet wird, dann hiingt der kor-
rekte Eigenwert A von (9) mit den ersten drei Niherungsiésungen A, , A, und A, wie folgt zusammen:

A, +C.N;™n (7. ) fur das Startgitter
A, +C-(4 N,y ™ ) fir diel. Gitterverfeinerung ' (12)

>
i

A,+C-(16N,)™?*)  fur die2. Gitterverfeinerung.

.Dabei ist C eine problemabhingige, komplexe Konstante. Mit Hilfe der Aitken-Extrapolation, die mit g = 4% bzw.
g=4™" (P %) am einfachsten durch das spaltenweise zu berechnende Romberg-Schema (Tornig 1979)
.l_\.l,l

VA, A, J-1
Dyy Ay, . A, —AL
: mit A, =T SwATSewn gy a2 (13)
Ay Asy Ay g’ -1
-—.)

dargestellt werden kann, erhiilt man ohne besonderen Rechenaufwand eine weséntlich genauere Darstellung des kor-
rekten Eigenwerts A . Dazu belegt man die erste Spalte von (13) mit den FEM-Niherungslosungen A, =A,,
A=A, und A,, =A, und errechnet sich fiir i,j22 die extrapolierten Werte A, ,. Am genauesten ist dann die

rechts unten stehende Eigenwertniherung (hier A, ), deren Fehler man durch Vergleich mit ihren Nachbarelementen
abschitzen kann. '

4 Numerische Ergebnisse
4.1 Elliptischer Zylinder

Zum Verifizieren des FEM-Verfahrens wurde zunéichst ein leerer Hohlleiter mit elliptischem Querschnitt untersucht,
dessen Feldbilder und Grenzfrequenzen exakt bekannt sind. Aus (8) folgt die vektorielle Helmholtz-Gleichung der
Eigenwellen des elliptischen Zylinders an der Grenzfrequenz mit k:=olpye,:

o, - -
li—a-;y+3;2-+k3](_ljxe, +§ye,)=0. (14)



Der elliptische Querschnitt wird durch die groBe Halbachse a und die kleine Halbachse b vollstiindig beschrieben. Auf
dem Rand des Hohlleiters muB die Dirichlet-Randbedingung fixE=0 erfillt werden, die man auch wie
yE,-(bjaf'x E, =0 schreiben kann. Die Konvergenz der FEM-Naherungen fiir die Eigenwerte A =(k, )" der
niedrigsten drei E-Wellen sind in Tabelle 1 fiir den Fall a = 2 b dargestellt.

Dreiecke im FEM-Gitter Extrapoliert | Schneemann | Davies und
N, =140 4N, =560 | 16 N, =2240 | 64N, =8960 [ nach(13) (1970) | Muilwyk (1966)
Ag, 3,6545 3,5886 3,5722 3,5681 3,5667 3,573 3,5667
Ag, 6,5484 6,3428 6,2922  6,2796 6,2754 - -
Ag, 10,7440 10,2063 10,0726 10,0394 10,0284 10,029 -

Tabelle 1. Quadrat der normierten Grenzwellenzah! A = (kc l))z der ersten drei E-Wellen im elliptischen Hohlleiter mit @ =2 b.

Die berechneten magnetischen Feldlinien der drei E-Wellen sind in Bild 2 dargestellt. Sie wurden als Héhenlinien .
von 8E,/0x+0E, [0y gezeichnet.

D

E\-Welle E,-Welle
Bild 2. Magnetfeldlinien der ersten drei E-Wellen im elliptischen Hohlleiter mit a =2 b.

4.2 Faraday-Rotation im Rundhohlleiter ‘
In gesittigten Ferriten mit Vormagnetisierung H, = H, &, in Richtung der Wellenausbreitung kann der hermitesche
Permeabilititstensor wie folgt angegeben werden (Polder 1949):

.H_l jEZ . ‘
. . H i . . ’
[wl=|-jp, u O mit ='—=1+—————(‘°°+_’°’vz % ypd Ero_ @ (15)
- Ho (@ +jo,)f -0 Ty (@+je,) -0 |
0 0 i

Als Abkiirzungen werden die drei Kreisfrequenzen o, =T H,, o, =M, und o, =T AH /2 eingefithrt. Dabei ist
H, ein alle Wechselanteile dominierendes magnetisches Gleichfeld in z-Richtung, wihrend M, als Sittigungsma-
gnetisierung und AH als Halbwertsbreite der gyromagnetischen Resonanz im Ferrit bezeichnet werden. Das gyroma-
gnetische Verhaltnis I'>0 der prizedierenden Elektronen im Ferrit hingt iiber den Landé-Faktor g mit dem gyroma-
gnetischen Verhiltnis T, = p, e/m, =2,210177-10" cm/As eines freien Elektrons wie I'=0,5g I, zusammen. Bei
iiblichen Mikrowellenferriten liegt g zwischen 1,5 und 2,5. Die gyromagnetische Resonanzfrequenz (Larmor-Fre-
quenz), die Frequenz der magnetischen Sittigung und die Verlustfrequenz werden in dieser Reihenfolge mit f,, f,,
und f, bezeichnet. Als notwendige Sittigungsbedingung findet man bei Wolff (1973) H, > (50...100) A/cm und
bei Lange (1983) H, > M, /10.

Eine linear polarisierte TEM-Welle, die sich im Ferrit in Richtung der Vormagnetisierung F, ¢, ausbreitet, spaltet
sich aufgrund der doppelbrechenden Eigenschaften des Polder-Tensors in zwei zirkular polarisierte TEM-Wellen mit
unterschiedlichen Ausbreitungskonstanten y =o, + j B, auf. Bei Blick in Richtung der Wellenausbreitung wird die
rechtsdrehende Welle (RHC) mit + gekennié’ichnet, wihrend die linksdrehende (LHC) mit — symbolisiert sei. Nur die
RHC-Welle tritt in starke Resonanzwechselwirkung mit den in gleichem Sinne prizedierenden Elektronen des Ferrits.
Nach einer Wegliinge / dreht sich (bei gleicher Dimpfung o, =o._) die Polarisationsebene gerade um einen Winkel
®=(p_—-B,)!/2 . Fir unterschiedliche Dimpfung erhilt man auBerdem eine Exzentrizitit der gedrehten Polarisati-
onsellipse von e =1/cosh [(a_—a, )//2]. Durch Diagonalisierung des Polder-Tensors findet man ‘

v, =jo Oy Er)ee . . : : | (16)




Dabei ist g, =¢, €, (1- j tand,) die komplexe Permittivitit des Ferrits. Im verlustfreien Fall ist der Drehwinkel

®="—°2£‘/Z,'NL+ Ou -Jn Ou ] mit k,,=—:i=m Ho€o - , an

0

Unterhalb der Resonanzfrequenz (f < f;) gilt ® <0, d.h. wenn man in Richtung der Wellenausbreitung blickt, so
erfolgt die Drehung der Polarisationsebene gegen den Uhrzeigersinn. Oberhalb der Resonanzfrequenz sind die Ver-
hiltnisse gerade umgekehrt. Fiir f>> f, gilt niherungsweise Ofl==n f, J;': /co , und damit wird die GroBe der

Faraday-Drehung unabhéingig von der Frequenz (Hogan 1952), was fiir breitbandige Anwendungen von Bedeutung
ist. Im Frequenzbereich f, < f < f, + f,, wird die RHC-Welle aufgrund der engen Resonanzkopplung sehr stark ge-

dampft und ist praktisch nicht ausbreitungsfihig. Ein im runden Hohlleiter koaxial angebrachter Ferritstab der Lange

! mit geeigneter Dicke 4 kann das Feldbild der H,, - Grundwelle in ®
shnlicher Weise drehen, wie ein unendlich ausgedehntes Ferritme- .\
dium dasjenige der TEM-Welle. Die Verhiltnisse liegen aufgrund Eé

—— ! -

der zylindrischen, anisotrop geschichteten Struktur mit Grenzfre-
quenzen und Oberwellen jedoch wesentlich komplizierter. Etwa ab
einem Durchmesserverhiltnis von d/D>0,2 wird ein E, artiger
Wellentyp ausbreitungsfihig.

Bild 3. Faraday-Drehung der Grundwelle im Rundhohileiter durch axialen Ferritstab mit
Vormagnetisierung Ho.

Die FEM-Lgsung des Eigenwertproblems (9) eines langshombgenen Kreiszylinders mit axialem Fen'itstza:b nach
Bild 3 liefert die komplexen Eigenwerte A = Iﬁf sowohl der Grundwelle als auch der Oberwellen. Aus der .Dxﬁerenz
der Phasenkonstanten der links- bzw. rechtsdrehenden HE,, - Welle kann der Drehwinkel der Faraday-Rotation

®=§-Re {Jam - Jam }=§-( i) 1)

bestimmt werden. Fiir einen X-Band Rundhohileiter mit Innendurchmesser D = 20,244 mm und einen Ferritstab der
Dicke d =35 wurden die Drehwinkel im Frequenzbereich 8,6 GHz < f<11,4GHz berechnet. Mit den Ferritda-
ten g =113-g,\1-J 2-10‘(}3, H,=300A/cm, M,=1030A/cm und AH = 40 A/cm folgen bei g =1,97 die Fre-
quenzen f,=L04GHz, f, =357GHz und f, =69,3MHz . Es gilt daher die iibliche Dimensionierung f >> f,
und f > f; + f,, . Mit steigender Frequenz wichst in Bild 4 die Drehung der HE,, - Hohlleiterwelle in einem weiten
Bereich nahezu linear an (Kurve A) und wird nicht frequenzunabhingig wie es bei der TEM-Welle im unendlich
ausgedehnten Ferritmedium der Fall ist. Ohm (1956) und Severin (1959) schlugen deshalb vor, die Faraday-Drehung
durch eine dielektrische Beschichtung des Rundhohlleiters breitbandiger zu machen. ,

Die numerischen FEM-Ergebnisse fiir eine Innenbeschichtung

des Rundhohlleiters mit einem Dielektrikum g, =g, der 60° /T\A
Dicke a =096 mm (Kurve B) sind ebenfalls in Bild 4 darge- 58° B
stellt. Die dielektrische Schicht wirkt bei der rechtsdrehenden ® a /]/ /‘7
Welle einer Feldkonzentration im Ferrit kompensierend entge- s6* /

gen (Bild 5). Die Phasenkonstante B} wird dadurch stark 54° 4

angehoben, withrend B”®" sich nur wenig erhoht. Fir die ge- . //

ringere Frequenzabhingigkeit miissen darum kieinere Dreh- 5 X v

winkel ® pro Linge / in Kauf genommen werden. Aufierdem S/ 50° ®

werden durch die Beschichtung mehrere Oberwellen ausbrei- //AV

tungsfahig, wihrend bei Kurve A ausschlieBlich die gewiinsch- 48°

ten rechts- und linksdrehenden HE;; Wellen vorhanden sind. e

10,0 15
Bild 4. Faraday-Drehung der Grundwelle im Rundhohlleiter mit axialem Peritstab 85 90 95 105 110 1

der Lange I=1cm ( Kurve A ). Durch cine zustzliche dielekrische Innenbe- f/GHz —»

schichtung des Rundhohlleiters ( Kurve B ) wird eine geringere Frequenzabhingig-

keit erzielt. Das Dielektrikum schwacht den Faraday-Effekt, weswegen die Kurve B fir J=49cm berechnet wurde. An der Mittenfrequenz f =10GHz
ergibt sich dann ungefihr der gleiche Drehwinkel von ca. 52°. Es wurden FEM-Gitter mit 4416 Dreiecken (A) bzw. 4044 Dreiecken (B) verwendet.



FEM-Gitternetz. - " HE;, (RHC) bei f=102GHz | HE, (LHC) bei f=10,2GHz
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Bild 5. Elektrische Feldstirke im Faraday-Dreher. Die rechtsdrehende Welle wird durch eine B&cﬁchmng viel stirker beeinfluBt als die linksdrehende.
Aus Griinden der Darstellung wird eine Triangulierung mittlerer Dichte gezeigt, wahrend die Feldbilder mit der vierfachen Dreieckszahl erzeugt wurden.

57 Zusammenfassung .

Die Methode der finiten Elemente (FEM) hat sich fiir elektromagnetische Eigenwertprobleme bei beliebig berandeten .
Hohlleitern mit geschichteter anisotroper Fiillung als sehr leistungsfihig erwiesen. Ihre flexible Netzgenerierung er-
moglicht trotz geringer Anzahl der Gitterpunkte bereits eine gute Genauigkeit, die durch Extrapolation noch wesent-
lich gesteigert werden kann. Probleme mit unechten Losungen (spurious modes) treten keine auf, weil fir die FEM
" nur die transversalen Feldstirken und keine Langsfelder verwendet werden. Es wurden ausschlieBlich langshomogene
Strukturen untersucht, da kein dreidimensionales finite Elemente Verfahren zuginglich war. Neben Hohlleitern mit
Ferritfiillung kénnen auch andere anisotrope Medien betrachtet werden. Die numerische Behandlung der Wellenaus-
breitung in plasmagefiillten Resonatoren, in der Ionosphire oder auch in Kristallen bietet weitere Moglichkeiten zur
Anwendung des Gleichungssystems (7). ‘
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