Modenanalyse in toroidalen Taperhohlleitern

Klaus Werner Kark

Es wird das elektromagnetische Randwertproblem fir verlustfreie,
schwach inhomogene Hohlleiter mit kreisférmigem Querschnitt
untersucht. Ausgehend vom kanonischen Problem des homogenen
Rundhohlleiters wird der EinfluR von kleinen Anderungen des Quer-
schnittsradius und einer schwachen Kriimmung der Langsachse auf
das stationdre Feldprobiem bestimmt. Aufgrund des sich nur lang-
sam andernden Hohlleiterverlaufs kénnen mit Hilfe einer verbesser-
ten adiabatischen Modentheorie und einer Stérungsrechnung nach
Rayleigh und Schrédinger analytische Naherungsiésungen der Feld-
gleichungen gefunden werden. Nach einer getrennten Betrachtung
von Taper und Toroid erméglicht schiieRlich die Superposition
beider auftretenden Stéreffekte die naherungsweise Berechnung
eines toroidalen Tapers.

The electromagnetic boundary value problem is treated for loss-free,
slightly inhomogeneous hollow waveguides with circular cross
section. Starting from the canonical problem of the homogeneous
circular cylinder the infiuence of small changes of the cross sectional
radius and of a slightly bent longitudinal axis on the stationary field
problem is investigated. Since the shape of the hollow waveguide
changes only slowly, approximate analytical solutions of the field
equations can be found applying an improved adiabatic mode
theory and a perturbational approach of Rayleigh and Schrédinger.
After a separate investigation of the tapered and the toroidal wave-
guide the corresponding perturbation terms are superimposed in
order to determine the modal behaviour of a toroidal and tapered
waveguide.

1 Einleitung

Hohlleiter mit kreisférmigem Querschnitt sind wichtige
Bauelemente der Mikrowellentechnik. Sie werden in der
Radar-, Richtfunk- und Satellitenfunktechnik eingesetzt.
Ausgehend vom kreiszylindrischen Hohlleiter (Rundhohl-
leiter) werden in dieser Arbeit drei weitere Hohlleitertypen
untersucht (siehe Bild 1):

— Rundhohlleiter-Taper,
— Toroidhohlieiter,
— toroidaler Taperhohlleiter.
Rundhohlleiter-Taper werden als Anpassungsglieder

zwischen Hohlleitern unterschiedlichen Durchmessers einge-
setzt. Zur Vermeidung starker Reflexions- und Kopplungs-
verluste weisen Taperprofile keine Knicke oder Spriinge der
Randkurve auf. Es wird vielmehr ein sanfter und schwach
inhomogener Ubergang angestrebt. Toroidale Hohlleiter mit
gekriimmter Lingsachse werden u.a. als Antennenspeise-
leitungen eingesetzt, und der ringférmig geschlossene Torus
dient z.B. als Hohlraumresonator in der Plasmaphysik. Der
toroidale Taper bzw. getaperte Toroid besitzt ein allgemei-
neres Lingsschnittprofil. Der Querschnittsradius ist langsam
verinderlich, und die Lingsachse ist schwach und uniform
gekriimmt.

Durch die Abweichungen der metallischen Randflichen
von der kreiszylindrischen Form ist die Wellenausbreitung
im inhomogenen Hohlleiter gestért. Fir nicht zu starke
Stérungen konnen Niherungsiésungen der Maxwellschen
Gleichungen angegeben werden. Man geht dazu von den
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bekannten Eigenwellen des kanonischen homogenen Rund-
hohileiters aus und beriicksichtigt die auftretenden Moden-
kopplungen durch geeignet zu bestimmende Korrektur-
terme. Der stdrungstheoretische Zugang mit Hilfe einer
modifizierten adiabatischen Modenrechnung liefert fiir die
betrachteten Hohlleiter einfache und kompakte Ndherungs-
16sungen der Feldgleichungen. Der analytische Aufwand ist
zwar etwas hoher als bei frilheren Verfahren (siehe z.B.
[1]), jedoch erhdlt man kopplungsarme quasi-Eigenfunk-
tionsdarstellungen, die sich fiir eine effiziente numerische
Auswertung besonders eignen.

2 Der Kreiszylinder
2.1 Das Prinzip der kleinen Stérungen

Stationdre elektromagnetische Felder als Losungen ellip-
tischer partieller Differentialgleichungen verhalten sich
stetig gegeniiber kleinen Stérungen [2]. Man kann erwarten,
daB sich die Feldverteilung einer gefithrten Welle im Inneren
des kanonischen kreiszylindrischen Hohlleiters bei leichter
Symmetriedeformation nur gering verandert. Darauf beruht
die Anwendbarkeit von Stérungs- und Variationsverfahren
zur Bestimmung einer Approximation des sich einstellenden
Feldes. Die resultierende Felddeformation verschwindet
stetig bei Anndherung an die homogene Zylinderstruktur.
Der kreiszylindrische Hohlleiter 148t sich somit als Grenzfall
der inhomogenen Struktur ansehen.

In dieser Arbeit werden zwei Arten der angesprochenen
Inhomogenititen hinsichtlich ihres Einflusses auf die Feld-
verteilung gefiihrter Hohlleiterwellen untersucht: Radius-
inderungen sowie Achskrimmungen. Sie werden zunichst
getrennt und spiter kombiniert betrachtet. Es werden auf
analytischem Wege geschlossene Ausdriicke fiir die Stor-
terme hergeleitet, die eine approximative Beschreibung der
Wellenausbreitung ermoglichen.

2.2 Die ungestorten Feldlosungen

Im vorliegenden Kapitel werden die Losungen der elektro-
magnetischen Feldgleichungen fiir den ungestdrten homo-
genen Kreiszylinder angegeben. Diese Felder dienen im
nichsten Schritt als Lésung nullter Ordnung fiir die nach-
folgende stérungstheoretische Behandlung des inhomo-
genen Hohlleiters.

Benutzt man das in Bild 1 dargestellte System der ortho-
gonalen Kreiszylinderkoordinaten (p, ¢, z), so ist die als
elektrisch ideal leitend angenommene Hohlleiterwand
eine Koordinatenfliche. Der betrachtete Rundhohlleiter
erstrecke sich nach beiden Seiten lings der z-Achse bis ins
Unendliche und sei reflexionsfrei abgeschlossen. Die Max-
wellschen Gleichungen in quellenfreien, linearen, isotropen
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Bild 1. Hohlleiter kreisformigen Querschnitts
a) Rundhohlleiter

b) Rundhohlleiter-Taper

¢) Toroidhohlleiter

d) toroidaler Taperhohlleiter

und homogenen Gebieten kann man bei harmonischer Zeit-
abhingigkeit (J*?) mit Hilfe der Lorentzkonvention (siehe
z.B. [3]) in die skalare Helmholtz-Gleichung iiberfithren:

(A+k2)A4=0. (1)

A=4 é, ist das Vektorpotential, k = w \//.t_e: die Wellenzahl
und A der Laplace-Operator in Zylinderkoordinaten (siehe
z.B. [4]). Mit einem Bernoulli-Separationsansatz (der
Index © bezieht sich auf den ungestérten homogenen
Rundhohlleiter)

A© (p,0,2) =0 (0) 752 () 1 (2) (2)

kann man die skalare Helmholtz-Gleichung (1) in drei
gewdhnliche Differentialgleichungen aufspalten. Aus deren
Ldsungen ergibt sich die bekannte Form des Vektorpoten-
tials im kreiszylindrischen Hohlleiter:

cosm @

AQ @, 0,2y =7, (K p){ }e*i"ﬂ . (3)

sinm ¢

Die geschweiften Klammern sollen eine beliebige Linear-
kombination der trigonometrischen Funktionen andeu-
ten. J,, ist die Besselfunktion der ganzzahligen Ordnung
m=0,1,2,... und k, die Ausbreitungskonstante der
betrachteten Hohlleiterwelle. Die radialen Wellenzahlen

KEg =jmn/a 4
und
KH=j;nn/a (5)

erhilt man aus den Randbedingungen der E- und H-Wellen
am Hohlleiterrand p =a. Der Index n=1,2,3,... be-
schreibt die n-te Nullstelle der Besselfunktion J,, bzw. ihrer
Ableitung J,',, nach deren Argument K p. Als Abkiirzung,
wobei alle Doppelindices der Einfachheit halber zu einem
einzigen zusammengefa’t werden, filhrt man eine neue
Eigenwert-Variable 7, mit ¥ = (m, n) ein:

e = !jm,, bei Ey,,-Wellen , )
voomn jmn  bei H,y,-Wellen .

Damit folgt fiir die Ausbreitungskonstante k,, bei der
man der Einfachheit halber auf eine Indizierung mit v
verzichtet,

k, =\k2 — 12/a? . @)

Ist der Radikand positiv, so erhilt man ein reelles k, und
somit eine ausbreitungsfihige Welle. Hohere Moden mit
groflen Eigenwerten 7, knnen einen negativen Radikanden
aufweisen. Sie sind im Hohlleiter nicht ausbreitungsfihig
und werden beim Fortschreiten exponentiell geddmpft.

Die durch Separation gefundenen Eigenwellen sind linear
unabhingig, koppeln nicht miteinander und bilden ein voll-
stindiges Funktionensystem. Sie sind der Struktur auf
natiirliche Weise angepaft und erfiillen sowohl die Maxwell-
schen Gleichungen als auch die Randbedingungen exakt.
Eine Eigenwelle, deren Vektorpotential sich wie cosm ¢
verhilt, wird als symmetrisch und eine mit sinm ¢ als
antisymmetrisch bezeichnet. Es sollen die symmetrischen
Moden mit einem Hochkomma (E:,,H,',) und die antisym-
metrischen mit deren zwei (£}, H,) gekennzeichnet werden.
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Bei rotationssymmetrischen Moden mit m =0 ist die
symmetrische Orientierung selbstverstidndlich; man bezeich-
net sie als Eg- bzw. Hg-Wellen, ohne Hochkomma.

3 Der Taper

Einen einfachen Zugang zur approximativen Feldberech-
nung im Taper erhilt man mit den adiabatischen Nihe-
rungsmethoden, die auf Born und Oppenheimer [5] zuriick-
gehen. Adiabatische Moden sind lokale Eigenmoden der
betrachteten Anordnung und passen sich als Ni#herungs-
16sung der Feldgleichungen flieRend durch Anderung ihres
Querschnitteigenwerts
K (2)=1,/a(2) (8)
der verinderlichen Struktur an [6]. Die gegenseitige Ver-
kopplung der adiabatischen Moden ist wegen dieses adapti-
ven Verhaltens gering. Fiir die Rechnungen kann die Rand-
kurve des Tapers weitgehend frei gewihlt werden, jedoch
muf sie glatt und schwach verénderlich sein.

In dieser Arbeit werden die herkémmlichen adiaba-
tischen Moden in zweifacher Weise modifiziert. Zur genaue-
ren Erfiillung der skalaren Helmholtz-Gleichung wird fiir das
Vektorpotential ein neuer Radialterm hergeleitet, und zur
Verbesserung des Verhaltens am Hohlleiterrand wird die
hybride Kopplung mit einer anderen Welle beriicksichtigt.
Im direkten Vergleich mit der homogenen Anordnung wird
der Einflu® der Inhomogenitit auf die Energiegeschwindig-
keit diskutiert. Zur physikalischen Interpretation der
Wellenausbreitung in inhomogenen Tapern wird die Ener-
giebeschleunigung als neue Grofe eingefiihrt.

3.1 Teilseparation

Mangels eines der Struktur angepafiten separierbaren Koor-
dinatensystems werden orthogonale Kreiszylinderkoordina-
ten benutzt. Insbesondere soll nach einer Ldsung der
skalaren Helmholtz-Gleichung (1) fiir das Vektorpotential
A gesucht werden. Da im inhomogenen Taperhohlleiter
nach Bild 1 der Querschnittsradius « (z) mit der Léings-
koordinate z schwach variiert, kann man erwarten, daf} eine
vollstindige Separation der Helmholtz-Gleichung in Zylin-
derkoordinaten nicht méglich sein wird. Tatsédchlich kann
man nur die azimutale Eigenfunktion f, abspalten; die
Radial- und Longitudinalterme f; und f3 bleiben mitein-
ander verkoppelt. Dem Rechnung tragend benutzt man
einen Ansatz zur Teilseparation der Helmholtz-Gleichung
(vgl. GL.(2)):

A, 0,2)=f1(0,2) [0 f3(2), (9
wobei die longitudinale Eigenfunktion f3(z) im Prinzip
beliebig gewidhlt werden kann, weil die z-Abhingigkeit ja
immer noch vollig allgemein im quasi-Radialterm f; ent-
halten ist. Man wird aber fiir f3 eine sinnvolle Wahl treffen,
so daf die resultierende Bestimmungsgleichung fiir die noch
unbekannte Funktion f;(p, z) moglichst einfach zu l6sen
sein wird. Man kann wie beim homogenen Rundhohlleiter
die azimutale Eigenfunktion f5 (¢) = féo)(&p) noch exakt
abspalten (siehe Gl.(3)). Fiir die restlichen beiden Eigen-
funktionen findet man die Bestimmungsgleichung:
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(12"+L+K2(Z)—‘rn_2)fx

dp% pap p?
af1 dfs 0%f af

=== —Z+2e)). o
0z fzdz 0z2 f3 dz?

Die radiale Wellenzahl X (siehe Gl.(8)) und die Aus-
breitungskonstante k, seien wie im homogenen Rundhohl-
leiter iiber die Bedingung
k2 =K2(z) + k2 (2) an
miteinander verkniipft. Die Differentialgleichung (10) ver-
einfacht sich wesentlich, wenn man fir f3 die Erfiillung
derselben Differentialgleichung wie im homogenen Fall
fordert:

_d.2_.+k2 =0
52 7)1 f3()=0. (12)

Im schwach verdnderlichen Taper sind K (z) und %, (z)
schwach von der Lingskoordinate z abhingende Funk-
tiohen. Somit kann man bei Beachtung von GI. (12) anneh-
men, daf der Quasi-Radialterm f;(0,z) ebenfalls nur
schwach von z abhdngt. Macht man die vereinfachende
Annahme (f; sei dabei ungleich Null):
f1>0f1/3z > 0% f,/82:2, (13)
so erhilt man schliefflich aus Gl.(10) unter Beachtung von
Gl.(12) eine einfachere Bestimmungsgleichung fiir den
Quasi-Radialterm f; :

02 d m?2
_+_+K2 — — S
(ap2 YRR SIO pz)fl(p 2)

) 9f1(p,2z) df3(2)

. 14
dz f3(z) dz (s

Gl.(12) kann niherungsweise mit Hilfe der WKBJ-
Methode [7] geldst werden. Von Bedeutung ist hierbei, ob
die Ausbreitungskonstante k, (z) im betrachteten z-Intervall
des Tapers eine Nullstelle besitzt oder nicht. Eine Stelle
zo mit k, (z.) = 0 heilt Ubergangspunkt der Dgl.(12). In
dieser Arbeit werden nur Ubergangspunkte der Ordnung 1
betrachtet, d.h. hier besitzt die Ausbreitungskonstante eine
einfache Nullstelle. Der Hohlleiterquerschnitt z. definiert
den Grenzquerschnitt der betrachteten Welle. Die Welle
wird dort total reflektiert; dahinter wird sie exponentiell
gedimpft. Gilt jedoch im gesamten Taper k, # 0, so lautet
die WKBJ-Losung der Dgl. (12):

f5 @) = (INE; @) exp [if @ dé]. (15)

Z0

zg ist dabei eine beliebige Konstante. Betrachtet man
dagegen einen Hohlleitermode, der an der Stelle z, seinen
Grenzquerschnitt erreicht, so findet man (siehe [8]) als
approximative Darstellung fiir die Langseigenfunktion f3:

f3 (<) =(@YeA/k){CAi (- )+ D Bi (-},

f3(z5) = (1IN kD {C Ai () +D Bi )} . (16)
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Bild 2. Die Airy-Funktionen erster Art 47 (¢) und zweiter Art
Bi(%). Die Stelle ¢ =0 ist mit dem hier betrachteten Grenzquer-
schnitt z identisch.

z < bezeichnet eine Stelle vor dem Grenzquerschnitt und z>
eine dahinter. @ ist das sogenannte Phasenintegral:

® ()= [ k, () d7 . (17)

Es gilt der Zusammenhang:

$=(3[®l/2)%3. (18)

Ai und Bi kennzeichnen die Airy-Funktionen erster
bzw. zweiter Art [9]. Sie sind in Bild 2 dargestellt. C und D
sind beliebige Konstanten.

Nachdem die Lingseigenfunktion f3 angendhert be-
stimmt wurde, kann man eine Niherungslésung von Gl. (14)
mit Hilfe einer Picard-Iteration konstruieren [10]. Der
Radialterm des Vektorpotentials der Eigenwellen im homo-
genen Rundhohlleiter dient als Startwert und damit als Aus-
gangsniherung nullter Ordnung:
0= U (K@) p). (19)

Die erste lterierte fgl) enthilt bereits alle Korrektur-
terme von erster Ordnung O (¢') mit a' = da/dz:

(1) o _dK
fir/=exp [Q O P] I (K p) . (20)

Q und P sind Abkiirzungen fiir die folgenden Ausdriicke:

_ 413
Q(Z)_fsdz’ 2D
K p)? d(In J,,, (K
P(p,z)=m —( p) — _(I_IM (22)

d (K p)

Geht man nun mit dem so gebildeten Vektorpotential
der modifizierten adiabatischen Moden (MAM)
Avam =1 (0,2 A2 () f3 @) (23)
in die skalare Helmholtz-Gleichung (1) hinein, so erhilt
man schliefilich einen Einsetzfehler, der von 2. Ordnung
klein ist:

(A+k2) Ayam =0 (@",a"?). (24)

Mit dem Vektorpotential der gewohnlichen adiaba-
tischen Moden (AM) [6]:
A= @ P @@, (25)
das die gleichen Querschnitteigenfunktionen wie der homo-
gene Rundhohlleiter gleichen Querschnittes besitzt, hatte
man noch einen wesentlich groferen Fehler (von 1. Ord-
nung) in Kauf nehmen miissen:
(A+k2) A =0 (d). 26)

Die skalare Helmholtz-Gleichung kann somit durch den
neuen verbesserten Radialterm, Gl.(20), um eine Fehler-
ordnung besser erfiillt werden. Damit das neue Verfahren
der modifizierten adiabatischen Moden auch in sich kon-
sistent ist, miissen die Randbedingungen mit derselben
Genauigkeit wie die Helmholtz-Gleichung erfiillt werden.
Zur Erfillung der Randbedingungen im homogenen Rund-
hohlleiter wurden die radialen Wellenzahlen Ky und Ky
wie in den Gln. (4) und (5) bestimmt. IThre Werte werden
analog auch fir die Tapermoden benutzt. Hierin zeigt
sich deutlich die adiabatische Anpassung an die verinder-
liche Struktur. Die Moden indern ihre radiale Wellenzahl
K (z) = 1,/a (z) derart, da immer die gleiche Anzahl von
radialen Nullstellen des Felds in den jeweiligen Querschnitt
hineinpafit. Pierce [11] kennzeichnete diese Adaptionsfahig-
keit mit dem Prinzip von der Erhaltung der Modenindices v.
Das Feldbild wird beim Fortschreiten in z-Richtung ver-
zerrungsfrei gestaucht oder gedehnt, so daf es immer in den
jeweiligen Querschnitt hineinpafit. Mit dieser Niherung
kénnen allerdings die Randbedingungen nicht mehr erfiillt
werden. Eine niherungsweise Erfiillung der Randbedingun-
gen kann jedoch durch die Kombination einer E- mit einer
H-Welle zu einem hybriden gekoppelten Modenpaar erreicht
werden.

3.2 Gekoppelte Modenpaare

Im alligemeinen Rundhohlleiter-Taper sind mangels eines
konformen, separierbaren Koordinatensystems keine exak-
ten Eigenwellen mit jeweils nur fiinf Feldkomponenten
bekannt. Mit Ausnahme einiger spezieller Formen der Hohl-
leiterrandkurve a (z) (hyperbolisches Profil, lineare Tape-
rung) kann keine exakte Feldlosung angegeben werden.

Zur Darstellung der adiabatischen Moden werden in
dieser Arbeit kreiszylindrische Koordinaten benutzt, die der
Tapergeometrie nur unvollkommen angepafit sind. Die so
konstruierten Moden werden daher zwangsweise iiber die
Randbedingungen miteinander verkoppelt. Die nidherungs-
weise Erfiilllung der Randbedingungen mittels eines gekop-
pelten Hybridpaares geschieht dadurch, daf sich bei Wahl
eines geeigneten Koppelkoeffizienten 7y (z) unerwiinschte
Feldkomponenten der E- und H-Welle gegenseitig in 1. Ord-
nung O (a') aufheben. Damit dies im gesamten Taperinter-
vall gleichermafen moglich ist, muf einerseits der Koppel-
koeffizient eine schwach variable Funktion von z sein, und
andererseits miissen sich die beiden verkoppelten Moden
gleich schnell ausbreiten, d.h. sie diirfen nicht auBer Phase
laufen. Damit erhalten beide verkoppelten Moden die
gleiche Ausbreitungskonstante k, (z) und die gleiche radiale
Wellenzahl X (z) = 7,,/a (z).

Das hybride Wellenpaar vom EH,- bzw. HE,-Typ redu-
ziert sich im homogenen Grenzfall (bei a'=0) auf die
gewdhnliche E,- bzw. H,-Welle des geraden Kreiszylinders.
Der Koppelkoeffizient ¥ mu8 dann verschwinden. Man
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kann fiir ein hybrides Wellenpaar einen ortsabhéngigen
Koppelkoeffizienten 7y (z) errechnen, mit dem eine approxi-
mative Erfiillung der Randbedingungen mdglich wird [10]:
Y@)=—jka@)d (2)m/t]. Q7

Im Kegelhorn mit konstanter Randsteigung a' erkennt
man, daR bei gréfer werdender Radialabmessung k a das
Wellenpaar stirker gekoppelt ist. Die stirkste Paarverkopp-
lung erfahren die niedrigen Moden mit kleinen Eigenwerten
7,. Der Spezialfall m =0 sei ausgeschlossen. Einen typi-
schen Verlauf des Betrags des Koppelkoeffizienten |y (z)|
innerhalb des EH,,-Hybridpaars fiir eine Schar exponentiel-
ler Taper im Bereich 0 < k z < 10 mit

ka(kz)=6 —(1 —kz/10)®exp (ak z/10) (28)
und dem Scharparameter
a=1,1, 2, 4, 7, 11, 16, 22 (29)

zeigt Bild 3. Der Pfeil deutet die Richtung zunehmenden
Scharparameters an. Der Wert a = | stellt einen entarteten
Sonderfall dar. Er ermdglicht keinen knickfreien Ubergang.
Stattdessen wurde a = 1,1 in die Schar mit aufgenommen.

Wihrend der Fehler beim Erfiillen der Randbedingungen
durch die Paarverkopplung auf einen Wert von 2. Ordnung
O (a",a'?) verkleinert werden konnte, so war er ohne
Beriicksichtigung der Koppelkorrektur noch von 1. Ordnung
O (a'). Damit wurde in konsistenter Weise sowohl bei der
Helmholtz-Gleichung als auch den Randbedingungen die
gleiche Fehlerordnung erreicht.

Modifizierte adiabatische Moden unterscheiden sich von
den gewohnlichen adiabatischen Moden durch ihren korri-
gierten Quasi-Radialterm fgl) (siehe Gl.(20)) und die Ver-
kopplung zu hybriden Modenpaaren. Der Genauigkeits-
gewinn durch diese Modifikationen wurde im Fall des
konischen Lineartapers (Kegelhorn) untersucht. Die Eigen-
funktionen des Kegelhorns kdnnen in einer Kugelwellen-
darstellung noch exakt angegeben werden. Ein Vergleich
zwischen der gewdhnlichen adiabatischen Modenldsung
(AM ohne Paarverkopplung), die noch den einfachen
Radialterm ffo) benutzt, mit der modifizierten Ldsung fll
(MAM mit Paarverkopplung) zeigt eine mittlere Verkleine-
rung der Abweichung von der exakten Kugelwellenldsung
um etwa 50%. Die neue MAM-Methode liefert somit eine
genauere Felddarstellung als die dltere AM-Theorie bei der
approximativen Analyse inhomogener Wellenleiterverbin-
dungen.
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Bild 3. Darstellung des Koppelkoeffizienten |y| fir das EHjq-
Hybridpaar im Taper mit v aus Gl. (27) fiir die Schar exponentieller
Taper wie in Gl. (28). Die Richtung zunehmenden Scharparameters
(siehe Gl. (29)) ist durch einen Pfeil angedeutet.
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3.3 Der Energiefluf

Zum besseren Verstindnis der Wellenausbreitung in in-
homogenen Taperleitungen wird nun die mittlere Stro-
mungsgeschwindigkeit der Energie eines Hybridmodenpaars
untersucht. Die Definition der Energiegeschwindigkeit nach
Borgnis [12]:

(1/2) [ Re{E x H*} &, dF

UE=N/W (30)

T (e/a) [ (B> + 22 |HP?) dF
F

erfordert eine Berechnung des zeitgemittelten Energieflus-
ses N und des Energiebelags W. F ist die kreisformige Quer-
schnittsfliche des Hohlleiters. Fiir modifizierte adiabatische
Moden erhilt man daraus nach einiger Rechnung [10]:
vg () =[k; (2)/k] ¢, (31)
mit der Lichtgeschwindigkeit ¢ = 1/\/;1_6. Wegen der varia-
blen Ausbreitungskonstante k, (z) ist nun auch die Energie-
geschwindigkeit eine Funktion der Lingskoordinate z
geworden. Liuft eine Welle in Richtung gréferer radialer
Abmessungen, so wichst ihre Energiegeschwindigkeit nach
Gl1.(31) an (beachte Gl.(7)). Im Grenzfall einer unendlich
fernen Hohlleiterwand erhilt man quasi Freiraumbedingun-
gen (k, - k), und die Welle breitet sich mit Lichtgeschwin-
digkeit vg =c des betreffenden Mediums aus. Bei Wellen-
ausbreitung in einen sich monoton verengenden Hohlleiter
hinein nimmt die Energiegeschwindigkeit proportional zur
Ausbreitungskonstante ab. Man kann daraus schliefen, daf
der Energiefluf im Grenzquerschnitt (k, (z.) = 0) zum Still-
stand kommt, sich umkehrt und die Welle total reflektiert
zuriick lduft, wobei sie wieder beschleunigt wird. In dieser
Arbeit wird erstmals der Begriff der mittleren Energie-
beschleunigung bg definiert:
bg = vg dug/dz = (1/2) dvk/dz . (32)
Im Falle des Rundhohlleiter-Tapers erhidlt man mit
vg aus GL. (31):
bg (z) = ky k, (c/k)?* . (33)
Bei sich verengendem Kanal gilt k'z < 0, und die Be-
schleunigung ist eigentlich eine Wellenverzégerung. Bei
Anniherung an den Grenzquerschnitt wird die Welle bis
zum Stillstand abgebremst und lduft nach Totalreflexion
wieder beschleunigt zuriick. Der Taper wirkt als Anpas-
sungsglied zwischen zwei homogenen Raumteilen mit
jeweils anderer Energiegeschwindigkeit. Er beschleunigt
oder bremst den einfallenden Mode, bis er die angepafite
Energiegeschwindigkeit des anschliefenden Hohlleiters
erreicht. Somit kann man eine getaperte Leitung auch als
Energiegeschwindigkeitstransformator bezeichnen.

4 Der Toroid

Als zweiter Themenkreis neben dem Rundhohlleiter-Taper
wird in dieser Arbeit der schwach und uniform gekrimmte
Toroidhohlleiter untersucht. Man kann ihn sich aus einem
homogenen Rundhohlleiter entstanden denken, dessen
Achse nicht geradlinig sondern schwach gekriimmt verlduft.
Die Symmetriedeformation wird als Stérung der homoge-
nen Anordnung angesehen, und mit Hilfe der Rayleigh-

-



Schrédinger-Stérungstheorie {13] werden Korrekturen zum
ungestorten Feld berechnet.

Toroidale Strukturen wurden seit Jouguet [14] fiir
verschiedene Zwecke bereits mehrmals untersucht. Der
klassischen Anwendung als Wellenleiterbaustein zur Nach-
richteniibertragung steht in neuerer Zeit die Verwendung als
ringférmig geschlossener Resonator in der Plasmaphysik
gegeniiber. Torusstrukturen kreisférmigen Querschnitts
filhren immer auf nicht separierbare Differentialgleichungen
(mit Ausnahme der Laplace-Gleichung fiir den statischen
Grenzfall). So ist man zur Losung auf Ndherungsmethoden
angewiesen. Jouguet [14]und Lewin [15] befafiten sich mit
dem Toroidhohlleiter, wihrend Brambilla [16], Cap [17],
Lileg [18) und Schupfer [19] den geschlossenen Torus-
resonator untersuchten. Weston [20] betrachtete die
Streuung elektromagnetischer Wellen an einem Torus.

In dieser Arbeit wird erstmals der Formalismus der
Stdrungstheorie nach Rayleigh und Schrodinger auf den
Toroidhohlleiter angewandt. Das Feld wird hier nicht tber
die Vektorpotentiale wie beim Rundhohlleiter-Taper dar-
gestellt, sondern es werden Lésungen fiir die longitudina-
len Feldkomponenten hergeleitet, womit iiber die Maxwell-
schen Gleichungen auch die Transversalfelder festgelegt
sind. Die skalarisierten Gleichungen der Lingsfeldstirken
koénnen mit Hilfe einer bikomplexen Transformation ent-
koppelt und damit entscheidend vereinfacht werden. Im
Gegensatz zum Torusresonator existieren im Toroidhohl-
leiter keine toroidal uniformen Moden, die nicht von der
Umfangskoordinate a bzw. s (siehe Bild 4) abhingen und
nur drei Feldkomponenten besitzen. Bei der Berechnung
des Torusresonators beschrinkte man sich bisher liber-
wiegend auf diesen einfacheren Spezialfall, da hier E-Wellen
und H-Wellen voneinander entkoppelt sind. Im Toroid-
hohlleiter gibt es dagegen nur Hybridfelder mit jeweils sechs
Feldkomponenten.

In einer Stérungsrechnung 1. Ordnung werden alle Eigen-
funktionen mitsamt den zugehorigen Ausbreitungskonstan-
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Bild 4. Torus mit Koordinatensystemen: Kartesische Koordinaten
(x, ¥, z) und lokale Toruskoordinaten (&, ¢, a) bzw. (p, ¢, s) als
veraligemeinerte Kreiszylinderkoordinaten

ten der EH- und HE-Hybridwellen bestimmt. Fiir die unend-
lichen Reihen der Storterme in den Eigenfunktionen
konnen exakte, geschlossene Ausdriicke angegeben werden.
Es wird erstmals das gesamte Modenspektrum aller EH-
bzw. HE-Wellen untersucht. Physikalisch anschauliche Dar-
stellungen der transversalen Feldlinien innerhalb der gestor-
ten Struktur sowie Untersuchungen des longitudinalen
Energieflusses schlieffen sich an. Fiir zwei niedrige Wellen-
typen werden im Vergleich mit dem geraden Kreiszylinder
die transversalen Feldlinien und die rdumliche Verteilung
der zeitgemittelten Energiestrémung graphisch dargestellt.

4.1 Die gestérte Helmholtz-Gleichung

Die Maxwellschen Gleichungen in lokalen Toruskoordina-
ten (&, ¢, @) (siche Bild 4 mit dem normierten Radius
£=p/a und 0 < £ < 1) kdnnen bei uniformer und ebener
Krimmung der toroidalen Lingsachse auf ein gekoppeltes
Paar partieller Differentialgieichungen 2. Ordnung fiir die
longitudinalen Feldkomponenten E, und H, reduziert
werden [16]:

(A¢+N) E=6( L E+LyZH), (34)

(Ay+NZH=8(—LE+LZH). (35)

Hierzu werden die Abkiirzungen E =h E, und H=h H,
eingefiihrt. Dabei ist h (§,9) =1 — 8 & cos ¢ der toroidale
Metrikkoeffizient, und & = g/R ist das normierte Radienver-
hiltnis. @ ist der kleine und R der grofle Torusradius, wes-
wegen aus geometrischen Griinden immer 0 < 6 <1 gilt.
Zur Dimensionsbefreiung wurde der Feldwellenwiderstand
des freien Raumes Z =+/u/e benutzt. A; ist der transversale
Laplace-Operator, und L; sowie Ly sind Stdrungsoperatoren
von 1.Ordnung mit

5 [ 8\ a2
A= L)+ 25—, 36)
““tot (zas)?asﬁ (
1+72 (sinsp a3 a)
Lie— (22 oso—], 37)
oo\ e ee Yo (
-2 0 cosy a)
L, =——— |si —+ —1. (38)
2 h(l—72)(sm@as £y

Dabei wurde die dimensionslose Grofie 7 eingefiihrt, die
iiber den Metrikkoeffizienten # von den transversalen
Koordinaten £ und ¢ abhingt:

Yy=B/[kh (& ¥)]. 39)
Der Parameter
A=(ka)2 (1 -7 (40)

hingt iber 7y von der bislang noch unbekannten Aus-
breitungskonstante § ab, die als Eigenwert der Dgl.(42)
betrachtet werden kann. Alle Feldkomponenten haben die
longitudinale Abhingigkeit ei(w?=6) mit der toroidalen
Bogenlinge s =R a. Mit Hilfe der bikomplexen Transfor-
mation

(41)
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gelingt eine elegante Entkopplung der Gin. (34) und (35),
und man erhilt eine gestérte homogene Helmholtz-Glei-
chung mit den zugehorigen Randbedingungen [10]:
(Ay+NF=8LF, (42)
0H,
Eylg=1 =0, ?g’“ =0 (43)
£=1

L=L;—ilL, ist ein komplexer Stérungsoperator von
1. Ordnung. Die i-komplexe Ebene, die in Gl.(41) ein-
gefiihrt wurde, mufl streng von der j-komplexen Ebene
getrennt werden, die bereits fiir eine elegantere Beschrei-
bung der Zeitabhingigkeit (cos w ¢~ eiw?) mittels j-kom-
plexer Phasoren benutzt wird. Es gilt stets i =j2=—1,
aber ij # — 1. Das Rechnen mit zwei komplexen Ebenen ist
eng verwandt mit dem Quaternionenkalkiil der Spinor-
algebra [21]. Mit der Quaternionenschreibweise liefle sich
zwar die bikomplexe Darstellung noch weiter formalisieren;
éine konsequente Unterscheidung der beiden imagindren
Einheiten i und j geniigt aber fiir die Zwecke dieser Arbeit
vollauf.

4.2 Storungsrechnung

Die Grundidee zur Loésung der nicht separierbaren Helm-
holtz-Gleichung (42) ist es, die Kriimmung der Langsachse
des Toroidhohlleiters als Stérung der Symmetrie des homo-
genen Rundhohlleiters mit gerader Achse anzusehen. Die
Eigenwerte und Eigenfunktionen im Toroid miissen sich bei
wachsender Stérung (6 > 0) stetig aus den Losungen F ©
und @ der ungestorten Differentialgleichung (8 =0)
ergeben. Man beachte dabei, dad Gl.(42) noch vdllig exakt
fir beliebige Werte des normierten Radienverhiltnisses )
mit 0 <8 <1 gilt. Somit kénnen die gestorten Eigenfunk-
tionen als Entwicklung nach Potenzen des normierten
Radienverhiltnisses 8 =a/R dargestellt werden. Die Ent-
wicklungskoeffizienten sind Linearkombinationen der unge-
stérten Eigenwellen des geraden Kreiszylinders. In dieser
Arbeit sollen nur Toroidhohlleiter mit schwacher Kriim-
mung (0 <8 < 1) betrachtet werden, so daf} die gesuchten
Entwicklungen schon nach dem linearen Term & abge-
brochen werden diirfen. Damit macht man einen Stérungs-
ansatz erster Ordnung fiir die bikomplexe Feldfunktion F),
und die Ausbreitungskonstante f,,:

F,=F9+8 F{V, (44)

B,= BV +8 BV (45)
Hier werden wieder alle Doppelindices (m, n) zu einem
einzigen (¥) zusammengezogen. Der Stdrterm F,Sl) wird
nach dem vollstindigen Funktionsystem der ungestérten
Eigenfunktionen F,L(‘0 mit bislang noch unbekannten Ent-
wicklungskoeffizienten c,,, entwickelt:

Fi = Zem F9. (46)

Mit diesem Ansatz geht man in Gl.(42) und vernachlis-
sigt alle Terme von 2. Ordnung O (82). Unter Ausnutzung
der Orthogonalititseigenschaften der ungestérten Losungen
F‘(,O) kann man die Entwicklungskoeffizienten c,, bestim-
men, und man erhilt die unendlichen Storreihen (46), die
mit Hilfe des Residuensatzes der Funktionentheorie in
geschlossene Ausdriicke iibergefiithrt werden kdnnen. Die
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daraus resultierenden expliziten Stoérterme findet man in
[10]. Man beachte dabei, dal zur Bestimmung der Stérung
einer Ey,- bzw. Hy,-Welle, die im homogenen Rundhohl-
leiter miteinander entartet sind, ein etwas anderer Stérungs-
ansatz zu machen ist. Im einzelnen kann dies hier aber nicht
mehr gezeigt werden. Jedenfalls wird die Entartung auf-
gehoben, und es zeigt sich, daB nur die antisymmetrische
Ein,-Welle mit der Hy,-Welle wechselwirkt, wie man er
schon linger vom Weitverkehrshohlkabel her kennt (siche
z.B. [22].

4.3 Feldverdringung

Zum besseren Verstindnis der Wellenausbreitung in toroida-
len Hohlleitern werden einige Darstellungen der gestorten
Feldverteilungen mit den Feldern des geraden Kreiszylin-
ders verglichen. Die magnetischen Feldlinien in einem
transversalen Querschnitt sind im Bild § fiir die E;-Welle
gezeigt, wihrend die transversale Verteilung der longitu-
dinalen Komponente des Poyntingschen Vektors
Py=0,5 Re {E x H*} &, 47)
in Bild 6 dargestellt wird. Zum Zeichnen der Feldlinien
wurde ein Algorithmus nach Greving [23] benutzt. Die
Intensitit im EnergiefluB nimmt von weif3 bis schwarz
linear quantisiert zu. Beide Diagramme zeigen eine bemer-
kenswerte Verschiebung sowohl der Feldlinien als auch der
Energiestréomung in den &dufleren Querschnittsbereich weg
vom Krimmungsmittelpunkt des Toroids, der jeweils auf
der rechten Seite der Bilder in Richtung ¢ = O liegt. Es fillt
eine Erhohung der zeitgemittelten Energiestromdichte P,
im duferen Querschnittsbereich auf, wihrend innen eine
Abschwichung festgestellt werden kann. Dies fithrt im
Toroidhohlleiter zu einer unsymmetrischen Energiestro-
mung. Entsprechende Diagramme werden in Bild 7 und
Bild 8 fiir die H1;-Welle gezeigt. Sie ist die Grundwelle im
homogenen Rundhohlleiter, bei der man im Toroid die
gleichen Feldverdringungseffekte beobachten kann wie
schon bei der E'I'I-Welle. Insgesamt wurden die niedrigsten
fiinf Rundhohlleitermoden auf ihr gestdrtes Verhalten im
Toroidhohlleiter untersucht, wobei stets der gleiche Effekt
beobachtet werden konnte [10].

5 Der toroidale Taper

Als Verallgemeinerung wird schlieflich eine kombinierte
Struktur betrachtet, in der beide Stérungen der Rundhohl-
leiter-Symmetrie gemeinsam auftreten. Der toroidale Taper
(getaperte Toroid) besitzt eine uniform und schwach
gekriimmte Lingsachse und einen sich langsam erweitern-
den (bzw. verengenden) Kreisquerschnitt (siehe Bild 1). Ein
solcher inhomogener Hohlleiter ist in der Literatur bisher
mit analytischen Niherungsverfahren noch nicht untersucht
worden. Nach der getrennten Untersuchung beider Sym-
metriestdrungen fiihrt eine lineare Superposition der Feld-
16sungen fiir Taper und Toroid zu einer approximativen
Beschreibung der Wellenausbreitung in diesem Hohlleiter-
typ [10]. Es wird das lokale Toruskoordinatensystem
(¢, v, 5) benutzt. Fiir eine Niherungsrechnung erster Ord-
nung kénnen die Korrekturterme, die vom sich dndernden
Radius O (a') herrithren, und jene, die durch die gekrimmte
Lingsachse O (§) angeregt werden, separat berechnet
werden. Im nichsten Schritt iiberlagert man sie linear. Ein
hybrider Koppelterm, der sich als klein von 2. Ordnung
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Bild 5. Transversale Magnetfeldlinien fir die antisymmetrische
E'j1-Welle im geraden Kreiszylinder (6 = 0) und im Toroidhohlleiter
(6 =0,042)
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Bild 6. Transversale Verteilung der longitudinalen Komponente Py
des Poyntingvektors (sieche Gl.(47)) fir die antisymmetrische
E{1-Welle im geraden Kreiszylinder (6 = 0) und im Toroidhohlleiter
(6 =0,042)
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Bild 7. Transversale elektrische Feldlinien fir die symmetrische
Hj1-Welle im geraden Kreiszylinder (6 = 0) und im Toroidhohlleiter
(6 =0,02)
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Bild 8. Transversale Verteilung der longitudinalen Komponente Py
des Poyntingvektors (siehe Gl. (47)) fiir die symmetrische # 11-Welle
im geraden Kreiszylinder (6 = 0) und im Toroidhohlleiter (6 = 0,02)

0 (a'?,4",6% 4’ 8) erweist, kann vernachlissigt werden,
vorausgesetzt die geometrische Symmetriestérung bleibt
auch wirklich klein.

Die Kombination der adiabatischen Rechnungen mit der
Stdrungstheorie ermdglicht erstmals einen analytischen
Zugang zur mathematischen Untersuchung dieses Hohl-
leitertyps. Durch die lineare Superposition der beiden
Inhomogenititen ergeben sich insbesondere die gleichen
Phinomene der Energiebeschleunigung und Feldverdrin-
gung wie beim Taper bzw. Toroid selbst. Die beiden Stdr-
anteile iiberlagern sich in erster Ordnung kopplungsfrei und
sind voneinander unabhingig. Man erhdlt im toroidalen
Taper deswegen die gleichen Kurven und Diagramme wie
beim Taper (siehe Bild 3) und Toroid (siehe Bild 5 bis 8)
selbst.

6 Zusammenfassung und Ausblick

Es wird das elektromagnetische Randwertproblem fiir ver-
lustfreie Hohlleiter mit kreisférmigem Querschnitt unter-
sucht. Die Eigenwellen des kanonischen homogenen Kreis-
zylinders koénnen durch eine Separation der skalaren
Helmholtz-Gleichung noch exakt angegeben werden. Wird
dagegen die Form der metallischen Randflichen nur gering-
fiigig abgedndert, so kann man i.a. schon keine analytisch
exakte Feldiésung mehr finden.

In dieser Arbeit werden inhomogene Hohlleiter betrach-
tet, die man als gestdrte Rundhohlleiter ansehen kann. Es
wird der Einfluf von kleinen Anderungen des Querschnitts-
radius (Rundhohlleiter-Taper) und einer schwachen Kriim-
mung der Lingsachse (Toroidhohlleiter) auf das stationdre
Feldproblem bestimmt. Zunichst werden beide Stérungen
getrennt betrachtet und danach im hier erstmals untersuch-
ten Fall des toroidalen Taperhohlleiters iiberlagert. Struk-
turen dieser Art mit geringer Modenkonversion findet man
u.a. in der Hohlleiterschaltungstechnik als schwach inhomo-
gener Ubergang zwischen zwei homogenen Raumteilen oder
als Speiseleitung einer Mikrowellenantenne.

Aufgrund des sich nur langsam #ndernden Hohlleiter-
verlaufs konnen, ausgehend von den Eigenwellen des
Rundhohlleiters, verschiedene mathematische Naherungs-
verfahren verwendet werden. Im Taper benutzt man eine
verbesserte adiabatische Modentheorie, wihrend fiir den
Toroid eine Stérungsrechnung nach Rayleigh und Schrédin-
ger bevorzugt wird. Alle dadurch hergeleiteten Korrektur-
terme konnen als geschlossene Ausdriicke angegeben
werden. Im toroidalen Taper wird eine lineare Superposi-
tion der Feldldsungen fiir Taper bzw. Toroid durchgefihrt.

Als Verallgemeinerung der bestehenden Theorie kdnnten
einige andere geometrische Stérungen der Zylindersym-
metrie ebenfalls beriicksichtigt werden. Man konnte eine
ungleichférmige Achskriimmung, Ondulierungen oder Tor-
sion betrachten. Genauso wire die Untersuchung von
inhomogenen Hohlleitern mit Impedanzrandbedingungen
oder auch mit Plasmafiillung von besonderem Interesse.

7 Erklirung der wichtigsten Formelzeichen

-

A Vektorpotential

Ai,Bi Airy-Funktionen

a Querschnittsradius

bg mittlere Energiebeschleunigung
Cpu Entwicklungskoeffizient

E elektrischer Phasor

F bikomplexe Toroidfeldstirke
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fi1,12,f3 Produktfunktionen nach Bernoulli

ya4 magnetischer Phasor

h toroidaler Metrikkoeffizient

Im (K p) gewOhnliche Besselfunktion

i, imaginire Einheit (= \/—_l)

Fmn Nullstelle der Besselfunktion J,, (x)

K radiale Wellenzahl

k Wellenzahl (= w /1 €)

k, Ausbreitungskonstante

L komplexer Storungsoperator

Ly, Ly Stoérungsoperatoren

B zeitgemittelte Energiestromdichte

R Toruskriimmungsradius

8§ Bogenlinge

vg mittlere Energiegeschwindigkeit

zZ Feldwellenwiderstand des freien Raums

Z¢ z-Koordinate des Grenzquerschnitts

a toroidaler Winkel

8 Ausbreitungskonstante

0% Koppelkoeffizient (Taper) bzw. Abkiirzung
(Toroid)

1) normiertes Radienverhiltnis

¢ normierte radiale Koordinate

P radiale Koordinate

0] azimutaler Winkel
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