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Zusammenfassung

Es wird das elektromagnetische Randwertpro-
blem fiur verlustfreie, schwach inhomogene
Hohlleiter mit kreisférmigem Querschnitt unter-
sucht. Ausgehend vom kanonischen Probiem
des homogenen Rundhohlleiters wird der Ein-
fluB von kieinen Anderungen des Querschnitts-
radius und einer schwachen Krimmung der
Langsachse auf das stationdre Feldproblem
bestimmt. Aufgrund des sich nur langsam é&n-
dernden Hohlleiterverlaufs kénnen mit Hilfe
einer verbesserten adiabatischen Modentheorie
und einer Stérungsrechnung nach Rayleigh und
Schrédinger analytische Naherungslésungen
der Feldgleichungen gefunden werden. Nach
einer getrennten Betrachtung von Taper und
Toroid erméglicht schlieBlich die Superposition
beider auftretenden Stéreffekte die naherungs-
weise Berechnung eines toroidalen Tapers, fGr
den hier erstmals eine Modalanalyse durchge-
fOhrt wird.

Abstract

The electromagnetic boundary value problem is
treated for loss-free, slightly inhomogeneous
hollow waveguides with circular cross section.
Starting from the canonical probiem of the ho-
mogeneous circular cylinder the influence of
small changes of the cross sectional radius and
of a slightly bent longitudinal axis on the sta-
tionary field problem is investigated. Because
the shape of the hollow waveguide changes
only slowly, approximate analytical solutions of
the field equations can be found applying an
improved adiabatic mode theory and a pertur-
bational approach of Rayleigh and Schrédinger.
After a separate investigation of the tapered and
the toroidal waveguide both appearing pertur-
bation terms are superposed in order to deter-
mine the modal behaviour of a toroidal and ta-
pered waveguide, which is considered here for
the first time.

1. Einleitung

Hohlleiter mit kreisfdrmigem Querschnitt sind
wichtige Bauelemente der Mikrowellentechnik.
Sie werden vieifach fir Radar-, Richtfunk- und
Satellitenanwendungen eingesetzt. Neben dem
kreiszylindrischen Hohlleiter gibt es eine Reihe
weiterer Bauformen (siehe Bild 1). In dieser

Arbeit werden vier Strukturen solcher Art un-
tersucht. .

Rundhohlieiter
Rundhohlleiter-Taper
Toroidhohileiter
toroidaler Taperhohileiter

Rundhohlleiter-Taper werden als Anpassungs-
glieder zwischen Hohlleitern unterschiedlichen
Durchmessers eingesetzt. Eine sprunghafte
Erweiterung wirde i.a. zu starken Reflexions-
und Kopplungsveriusten fiir den einfallenden
Wellentyp als Trager des Nachrichtensignals
fihren. Taperprofile weisen daher keine Knicke
oder Spriinge der Randkurve auf. Es wird viel-
mehr ein sanfter und schwach inhomogener
Ubergang angestrebt. Toroidale Hohlleiter mit
gekrimmter Lingsachse treten u.a. als Anten-
nenspeiseleitungen auf Bei uniformer Krim-
mung kann man auBerdem ringférmig ge-
schlossene Strukturen erhalten. Sie dienen als
Hohlraumresonatoren z.B. in der Plasmaphysik
oder bei einer AuBeren Anregung als Torusan-
tennen. Mit einem allgemeineren Langsschnitt-
profil kann man sich einen toroidalen Taper
bzw. einen getaperten Toroid vorstellen, dessen
Querschnittsradius sich langsam ver&ndert und
der eine uniform gekrimmte Langsachse be-
sitzt.

Die Abweichungen der metallischen Randfl4-
chen von der kreiszylindrischen Form bewirken
eine Stérung der Wellenausbreitung. Fir nicht
zu starke Hohlleiterdeformation kdénnen Néahe-
rungslésungen der Maxwellschen Gleichungen
angegeben werden. Man geht dazu von den
bekannten Eigenwellen des kanonischen homo-
genen Rundhohileiters aus und bericksichtigt
die auftretenden Modenkopplungen durch ge-
eignet zu bestimmende Korrekturterme. Der
stdrungstheoretische Zugang mit Hilfe einer
modifizierten adiabatischen Modenrechnung
liefert fUr die angesprochenen Hohlleiterformen
einfache und kompakte Ndherungsitsungen der
Feldgleichungen. Der analytische Aufwand ist
zwar etwas hoher als bei friheren Verfahren
(siehe z.B. Sporleder und Unger [1]), jedoch
erhdlt man kopplungsarme quasi-Eigenfunk-
tionsdarsteilungen, die sich fir eine effiziente
numerische Auswertung besonders eignen.



2. Der Kreiszylinder

2.1 Das Prinzip der kleinen Stérungen
Stationdre elektromagnetische Felder als L6-
sungen elliptischer partieller Differentialglei-

chungen verhalten sich stetig gegeniiber klei-

nen Stbrungen (Unger [2]). Bei zylindrischen
Hohlleitern kdénnen solche Stérungen z.B. in
Form von kleinen Anderungen der metallischen
Randflachen vorliegen. Stérungen der Zylinder-
symmetrie sind u.a. Deformationen des Hohilei-
terrandes, Krimmungen der L&ngsachse oder
auch Variationen des Querschnittsradius im
Langsschnitt. Man kann erwarten, daB sich die
Feldverteilung einer gefihrten Welle im Inneren
des kanonischen, kreiszylindrischen Hohlleiters,
bei leichter Symmetriedeformation nur gering
verdndert. Darauf beruht die Anwendbarkeit von
Stérungs- und Variationsverfahren zur Bestim-
mung einer Approximation des sich einsteilen-
den Feldes. Die resultierende Felddeformation
verschwindet stetig bei Anndherung an die
homogene Zylinderstruktur. Der kreiszylindri-
sche Hohlleiter 138t sich somit als Grenzfall der
inhomogenen Struktur ansehen. Aus diesem
Grund kann man auch eine ungefdhre Voraus-
sage (ber das sich einstellende elektromagne-
tische Feld im gestérten Hohlleiter machen. Im
wesentlichen besteht es aus dem dominanten
Feld der homogenen Struktur, tGberlagert von
Stéranteilen, die dagegen nur “kleine” Werte
annehmen.

In dieser Arbeit werden zwei Arten der ange-
sprochenen Inhomogenitaten hinsichtlich ihres
Einflusses auf die Feldverteilung gefthrter
Hohlleiterwellen untersucht und zwar Radius-
anderungen sowie Achskrimmungen. Sie wer-
den zundchst getrennt und spéter kombiniert
betrachtet. Es werden auf analytischem Wege
geschlossene Ausdriicke fiir die Stérterme her-
geleitet, die eine approximative Beschreibung
der Wellenausbreitung ermdglichen. Der Fehler,
den man dabei begeht, wird umso kleiner, je
schwéacher die betrachtete Stérung ist. Wachst
die Feldstbrung an, so werden die Ergebnisse
der Stérungstheorie immer unzuveridssiger.

2.2 Die ungestérten Feldlésungen

Im vorliegenden Kapitel werden die elektroma-
gnetischen Feldgleichungen fiir den ungestorten
homogenen Kreiszylinder geldst. Die hier her-
geleiteten Felder dienen dann im né&chsten
Schritt als L8sung nuflter Ordnung fiir die nach-
folgende stérungstheoretische Behandlung des
inhomogenen Hohlleiters.

Benutzt man das in Bild 1 dargestellte System
der orthogonalen Kreiszylinderkoordinaten

(p. . 2), so ist die als elektrisch ideal leitend
angenommene Hohlleiterwand (k — o) e€ine
Koordinatenfliche. Der betrachtete Rundhohi-
leiter erstrecke sich nach beiden Seiten langs
der z-Achse bis ins Unendliche und sei refle-
xionsfrei abgeschlossen. Dem &quivalent ist ein
endlich ausgedehnter Hohlleiter mit idealen
Einkopplern und idealen Absorbern an den
Enden. Dadurch wird nur der Effekt der Weillen-
ausbreitung im Kanal selbst untersucht und
nicht etwa Reflexions- oder Beugungsphéno-
mene an Speisepunkten, Abschlissen oder
dergleichen.

Die Maxwellschen Gleichungen lauten in quel-
lenfreien, linearen, isotropen und homogenen
Gebieten bei harmonischer Zeitabhangigkeit

(e/«?)
VxH = jweE %)
VxE = —jouH . (2)

Dabei werden die komplexen Phasoren H und
E fur eine zeitfreie Darstellung im Frequenzbe-
reich benutzt. ¢ ist die Permittivitdt und u die
Permeabilitdt der Hohileiterfiillung. Die vekto-
rielen Maxwellschen Gleichungen bilden ein
gekoppeltes partielles Differentialgleichungssy-
stem von 1. Ordnung. Geht man zu einer Dar-
stellung in Komponenten Uber, so erhlt man 6
gekoppelte skalare Differentialgleichungen.
Eine analytische Loésung unter Erfillung der
Randbedingungen kann fir beliebige Koordina-
tensysteme allgemein nicht angegeben werden.
Das Dgl.-System (1) und (2) 14Bt sich mit Hilfe
der Lorentz-Eichkonvention (siehe z.B. Jackson
[3]) auf die skalare Helmhoitz-Gleichung (ber-
fuhren.

(A+k2)Aa =0 (3)

A = A&, ist das Vektorpotential, k = w Vue die
Wellenzahi und A der Laplace-Operator in Zy-
linderkoordinaten.

_ 3 ( 3 ) 32 52
A= —S—(p—=—]|+ + (4)
pdp ap p2 9?2 8z°

Man findet zwei Arten entkoppelter Losungen.
Bei E-Wellen erfiilit das magnetische Vektorpo-
tential A, die Dirichlet-Randbedingung (Rand-
wertproblem 1. Art)

und bei H-Wellen das elektrische Vektorpoten-

tial A, die Neumann-Randbedingung (Rand-
wertproblem 2. Art)



—_T =0,= ) (6)

Aus den Vektorpotentialen gewinnt man die
Eigenwellen des runden Hohlleiters vom E- bzw.
H-Typ mit jeweils fiinf Feldkomponenten.

Hp = VxAg (7)
Ey = VxAy 8)

Die Feldanteile £, bzw. H, lassen sich damit
leicht aus den Gin. (1) und (2) errechnen. Kom-
biniert man eine E-Welle mit einer H-Welle, so
erhait man ein aligemeines Wellenfeld mit
sechs Feldkomponenten, eine sogenannte hy-
bride EH- bzw. HE-Welle. Der erste Buchstabe
soll den jeweils dominanten Modencharakter
andeuten. Mit einem Bernoulli-Separationsan-
satz (der Index © bpezieht sich auf den unge-
stdrten homogenen Rundhohlieiter)

A%, 0,2) = (%) %) H2) (9)

kann man die skalare Heimholtz-Gieichung (3)
in drei gewohnliche Differentialgieichungen
Oberflihren. Aus deren Losungen ergibt sich die
bekannte Form des Vektorpotentials im kreiszy-
lindrischen Hohlleiter

cosm
A%, 0.2) = Jnke)] G F e 10

Die geschweiften Klammern sollen eine belie-
bige Linearkombination der trigonometrischen
Funktionen andeuten. J,, ist die Besselfunktion
der ganzzahligen Ordnung m = 0, 1, 2, ... und
k, die Ausbreitungskonstante der betrachteten
Hohlleiterwelle. Eine Untersuchung der Rand-
bedingungen (5) und (6) fur E- bzw. H-Wellen
fihrt auf die radialen Wellenzahlen K, bzw. K,, .

KE = j,,,,,/a (11)
Ky = jmy' /@ (12)

Der Index n = 1, 2, 3, ... beschreibt die n-te
Nullstelle der Besselfunktion J, bzw. ihrer Ab-
leitung J,,” nach deren Argument Kp. Als Ab-
kiirzung, wobei alle Doppelindices der Einfach-
heit halber zu einem einzigen zusammengefait
werden, fihrt man eine neue Eigenwert-Variab-
ler, mitv =(m, n)ein.

- — ) Jmn Dbei Ep, — Wellen
v Tmn { Jmn bei Hy, — Wellen (13)
Damit foigt fiir die Ausbreitungskonstante k,,
bei der man der Einfachheit halber auf eine
Indizierung mit v verzichtet, :

k, = Jk* —12/a8% . (14)

Ist der Radikand positiv, so erhdlt man ein
reelles k, und somit eine ausbreitungsfdhige
Welle. Hohere Moden mit groBen Eigenwerten
1, kdnnen einen negativen Radikanden aufwei-
sen. Es wird dann

k, = +jJi2ra* -k, (15)

wobei dem Ansatz in Gl. (10) entsprechend auf
die richtige Wahl des Vorzeichens zu achten ist,
damit die Welle im Unendlichen abklingt. Wellen
mit imaginérer Ausbreitungskonstante sind im
Hohlleiter nicht ausbreitungsfahig. Sie werden
beim Fortschreiten exponentiell gedampft.

Die bei der Ldsung der skalaren Helmholtz-
Gleichung auftretenden Funktionen werden als
Eigenfunktionen und die Separationskonstanten
K. bzw. K, als Eigenwerte bezeichnet. Die
Hohlleiterwelle, die sich aus diesen Funktionen
zusammensetzt ist eine Eigenwelle der be-
trachteten Struktur. Eigenwellen, die man auch
als Eigenmoden bezeichnet, sind linear unab-
hangig und koppeln nicht miteinander. Sie sind
der Struktur auf natiirliche Weise angepaft und
erfilllen sowoh! die Maxwellschen Gleichungen
als auch die Randbedingungen exakt. Die Ei-
genfunktionen f®, £ und f{” des Kreiszylinders
(siehe die Gin. (9) und (10)) bilden laut Morse
und Feshbach [4] ein vollstdndiges Funktionen-
system, nach dem man jede Feldverteilung im
Hohlleiter entwickeln kann. Die Superposition
von E- und H-Wellen gestattet dadurch die all-
gemeinste analytische Darstellung der Lésung
der Maxwellschen Gieichungen.

3. Der Taper

Einen einfachen Zugang zur approximativen
Feldberechnung im Taper erhdit man mit den
adiabatischen N3herungsmethoden, die auf
Born und Oppenheimer [5] zuriickgehen. Adia-
batische Moden sind lokale Eigenmoden der
betrachteten Anordnung und passen sich als
Naherungsidsung der Feldgleichungen flieBend
durch Anderung ihres Querschnitteigenwertes
K(z) = 1,/ a(z) der veradnderlichen Struktur an
(Arnold und Felsen [6]). Die gegenseitige Ver-
koppiung der adiabatischen Moden ist wegen
dieses adaptiven Verhaltens gering. Fir die
Rechnungen kann die Randkurve des Tapers
weitgehend frei gewéhit werden, jedoch muB
sie glatt und schwach veréanderlich sein.

In dieser Arbeit werden die herk&mmlichen
adiabatischen Moden in zweifacher Weise
modifiziert. Zur genaueren Erflliung der skala-



ren Helmholtz-Gleichung wird fir das Vektorpo-
tential ein neuer Radialterm hergeleitet, und zur
Verbesserung des Verhaltens am Hohileiterrand
wird die hybride Kopplung mit einer anderen
Welle beriicksichtigt. Im direkten Vergleich mit
der homogenen Anordnung wird der EinfluB der
Inhomogenitat auf die Energiegeschwindigkeit
diskutiert. Zur physikalischen Interpretation der
Wellenausbreitung in inhomogenen Taper-Lei-
tungen wird die Energiebeschieunigung als
neue GrbBe eingefihrt.

3.1 Tellseparation

Mangels eines der Struktur angepaBten sepa-
rierbaren Koordinatensystems werden orthogo-
nale Kreiszylinderkoordinaten benutzt. Insbe-
sondere soll nach einer Lésung der skalaren
Heimholtz-Gleichung (3) fiir das Vektorpotential
A gesucht werden. Da im inhomogenen Taper-
wellenleiter nach Bild 1 der Querschnittsradius
a(z) mit der Langskoordinate z schwach variiert,
kann man erwarten, daB eine volistandige Se-
paration der Heimholtz-Gleichung in Zylinder-
koordinaten nicht mdglich sein wird. Tatsachlich
kann man nur die azimutale Eigenfunktion f,
abspalten; Radial- und Longitudinalterm £, und
f, bleiben miteinander verkoppelt. Dem Rech-
nung tragend benutzt man einen Ansatz zur
Teilseparation der Helmholtz-Gleichung (vgl. Gl.

(9)
Alp.9,2) = filp,2) fp) K(2) (16)

wobei die longitudinale Eigenfunktion f(z) im
Prinzip beliebig gewahit werden kann, weil die
z-Abhéngigkeit ja immer noch véllig aligemein
im quasi-Radialterm f, enthaiten ist. Man wird
aber fUr f, eine sinnvolle Wahi treffen, so daB die
resultierende Bestimmungsgleichung fiir die
noch unbekannte Funktion £(p, z) mbglichst ein-
fach zu Iésen sein wird. Mit dem Laplace-Ope-
rator (4) in Zylinderkoordinaten kann man wie
beim homogenen Rundhohlleiter die azimutale
Eigenfunktion #{¢) = #¢) noch exakt abspal-
ten (siehe GI. (10)). Fur die restlichen beiden
Eigenfunktionen findet man folgende Bestim-
mungsgleichung.

2 2
_QT+_.@_.+K2(Z)_._L"__ f, =
6p Paﬁ p2

Die radiale Wellenzah! K (siehe Gl. (34)) und die
Ausbreitungskonstante k, seien wie im homo-
genen Rundhohileiter Uber die Bedingung

K2 = K¥z) + kX(2) . (18)

miteinander verknipft. Die Dgl. (17) vereinfacht
sich wesentlich, wenn man fir die frei wéhlbare
Funktion f, die Erfullung der selben Differential-
gleichung wie im homogenen Fall fordert.

(—"-2; + k?(z)) fz) = 0 (19)
dz ,

Im schwach ‘veranderlichen Taper sind K(z) und
k(z) schwach von der Langskoordinate 2z ab-
hingende Funktionen. Somit kann man bei
Beachtung von GI. (19) annehmen, daB der
quasi-Radialterm f(p, z) ebenfalls nur schwach
von z abhangt. Macht man die vereinfachende
Annahme (f, sei dabei ungleich Null)

or, &%,
> —————

so erhalt man schlieBlich aus Gl. (17) unter
Beachtung von Gl. (19) eine einfachere Bestim-
mungsgleichung fir den quasi-Radialterm f,

2 2
(—5—2- + =0+ K@) - —’%—) flo.2) =

ofy(p,2) dfy2)
oz fyz)dz

Gl. (19) kann n&herungsweise mit Hilfe der
WKBJ-Methode (Felsen und Marcuvitz [7]) ge-
l6st werden. Von besonderer Bedeutung ist
hierbei, ob die Ausbreitungskonstante k(z) im
betrachteten z-intervall des Tapers eine Null-
stelle besitzt oder nicht. Eine Stelle z, mit
k{z.) = O heiBt Ubergangspunkt der Dgl. (19). In
dieser Arbeit werden nur Ubergangspunkte der
Ordnung 1 betrachtet, d.h. hier besitzt die Aus-
breitungskonstante eine einfache Nulistelle. Der
Hohileiterquerschnitt 2z, definiert den cutoff-
Querschnitt der betrachteten Welle. Die Welle
wird am cutoff total reflektiert; dahinter wird sie
exponentiell gedampft. Im Falle, daB kein cutoff
vorliegt, lautet die approximative WKBJ-Losung

(20)

f, »

der Dgl. (19): .
z
1 . ~ o~
f(2) = ——=— exp | £j |kA{z)dz . (22)
N ) I.,

z, ist dabei eine beliebige Konstante. Betrachtet
man dagegen einen Hohileitermode, der an der
Stelle z, seinen cutoff-Querschnitt erreicht, so
findet man (siehe Langer [8]) als approximative
Darstellung fiir die Langseigenfunktion £



fze) = 2 (C AI( =) + DBI( ~0)}
Jkz

1/6
121 tcai@) + DBIQ)

fz5) =
32> ,——--Ikzl

z. bezeichnet eine Stelle vor dem cutoff und
z, eine dahinter. ® ist das sogenannte Pha-
senintegral

(23)

ZC
O(z) = sz(f)dz . (24)
b 4

Es gilt der Zusammenhang

¢ = (o) 25

Ai und Bi kennzeichnen die Airyschen Funktio-
nen erster bzw. zweiter Art (Abramowitz und
Stegun [9]). C und D sind beliebige Konstanten.

Nachdem die L&ngseigenfunktion f; angen&hert
bestimmt wurde, kann man eine N&herungslo-
sung von Gl. (21) mit Hilfe einer Picard-lteration
konstruieren (siehe Kark [10]). Der Radialterm
des Vektorpotentials der Eigenwellen im homo-
genen Rundhohileiter dient als Startwert und
damit als Ausgangsnaherung nullter Ordnung

KO = JK@)p) (26)

Die erste lterierte 7{V enth&lt bereits alle Kor-
rekturterme von erster Ordnung O(a’) mit
a’ = da/dz

KD = exp [o gk P]Jm(Kp) (27)
K- dz

Q und P sind Abktrzungen flr die folgenden
Ausdriicke :

- _9h
Q2) = frdz (28)
K o) d(InJ (K
P(p.2)=m — ( 29) —Kp ( Z(ZKp)p)) (29)

Geht man nun mit dem so gebildeten Vektorpo-
tential der modifizierten adiabatischen Moden
(MAM)

Auan = 0. 2) %) £(2) (30)

in die skalare Helmholtz-Gleichung (3) hinein,
so erhalt man schlieBlich einen Einsetzfehler,
der von 2. Ordnung klein ist.

(A + K2) Ayay = Ola”. 8 (31)

Mit dem Vektorpotential der gewdhnlichen
adiabatischen Moden (AM) (siehe Arnoid und
Felsen [6])

Amr = %) 55%0) f(2) B &)

das die gleichen Querschnitteigenfunktionen
wie der homogene Rundhohileiter gleichen
Querschnittes besitzt, hatte man noch einen
wesentlich gréBeren Fehler (von 1. Ordnungj in
Kauf nehmen missen.

(A+Kk2)Agy = O@) (33)

Die skalare Helmholtz-Gleichung kann somit
durch den neuen verbesserten Radialterm (27)
um eine Fehlerordnung besser erflillt werden.
Damit das neue Verfahren der modifizierten
adiabatischen Moden auch in sich konsistent
ist, missen die Randbedingungen mit der sei-
ben Genauigkeit wie die Helmholtz-Gleichung
erfilit werden. Zur Erfullung der Randbedin-
gungen (5) und (6) im homogenen Rundhohilei-
ter wurden die radialen Weilenzahlen K. und
K, wie in den Gin. (11) und (12) bestimmt. lhre
Werte werden analog auch fiir die Tapermoden
benutzt. Hierin zeigt sich deutlich die adiabati-
sche Anpassung an die veranderliche Struktur.
Die Moden andern ihre radiale Wellenzahl

— Ty

K(z) az (34)
derart, daB immer die gleiche Anzahl von ra-
dialen Nulistelien des Feldes in den jeweiligen
Querschnitt hineinpaBt. Pierce [11] kennzeich-
nete diese Adaptionsfihigkeit mit dem Prinzip
von der Erhaltung der Modenindices v. Das
Feldbild wird beim Fortschreiten in z-Richtung
verzerrungsfrei gestaucht oder gedehnt, so daB
es immer in den jeweiligen Querschnitt hinein-
paBt. Mit dieser Naherung kénnen ailerdings die
Randbedingungen nicht mehr erfilit werden.
Eine naherungsweise Erflillung der Randbedin-
gungen kann jedoch durch die Kombination
einer E- mit einer H-Welle zu einem hybriden
gekoppelten Modenpaar erreicht werden.

3.2 Gekoppelte Modenpaare

Im allgemeinen Rundhohlleiter-Taper sind
mangels eines konformen, separierbaren Koor-
dinatensystems keine exakten Eigenwelilen mit
jeweils nur finf Feldkomponenten bekannt. Mit
Ausnahme einiger spezieller Formen der Hohi-
leiterrandkurve a(z) (hyperbolisches Profil, li-
neare Taperung) kann keine exakte Feldldsung
angegeben werden.

Zur Darstellung der adiabatischen Moden wer-
den in dieser Arbeit kreiszylindrische Koordi-



naten benutzt, die der Tapergeometrie nur un-
vollkommen angepaBt sind. Die so konstruierten
Moden werden daher zwangsweise (ber die
Randbedingungen miteinander verkoppelt. Die
naherungsweise Erfiillung der Randbedingun-
gen mittels eines gekoppeiten Hybridpaares
geschieht dadurch, daB sich bei Wahl eines
geeigneten Koppelkoeffizienten y(z) uner-
wiinschte Feldkomponenten der E- und H-Welle
gegenseitig in 1. Ordnung O(a’) autheben. Damit
dies im gesamten Taperintervall gleichermafien
maoglich ist, muB einerseits der Koppelkoeffi-
zient eine schwach variable Funktion von z sein,
und andererseits missen sich die beiden ver-
koppelten Moden gleich schnell ausbreiten, d.h.
sie dirfen nicht auBer Phase laufen. Damit er-
halten beide verkoppelten Moden die gleiche
Ausbreitungskonstante k(z) und die gleiche
radiale Wellenzahi K(z) =,/ a(2).

Das hybride Wellenpaar vom EH,- bzw. HE -Typ
reduziert sich im homogenen Grenzfall (bei
a’ = 0) auf die gewdhnliche E,- bzw. H,-Welle
des geraden Kreiszylinders. Der Koppelkoeffi-
zient y muB dann verschwinden. Man kann fir
ein hybrides Wellenpaar einen ortsabhangigen
Koppelkoeffizienten y(z) errechnen, mit dem
eine approximative Erfullung der Randbedin-
gungen moglich wird (Kark [10,22]).

Wz) = — _l_k_i(i)_:i'(_z)ﬂ (35)

Tv

Im Kegelhorn mit konstanter Randsteigung a’
erkennt man, daB bei gréBer werdender Ra-
dialabmessung ka das Wellenpaar stirker ge-
koppelt ist. Die starkste Paarverkopplung erfah-
ren die niedrigen Moden mit kieinen Eigenwer-
ten t,. Der Spezialfall m = 0 sei ausgeschios-
sen. Einen typischen Verlauf des Betrags des
Koppelkoeffizienten |p(z)| innerhalb des
EH,-Hybridpaares fiir eine Schar exponentieiler
Taper im Bereich 0 <€ kz < 10 mit

=6—(1-K) kz

ka(kz) 6 (1 10) exp(a 10 (36)
zeigt Bild 2. Der Scharparameter « nimmt dort
die Werte a« = 1.1, 2, 4, 7, 11, 16, 22 an. Der
Pfeil deutet die Richtung zunehmenden Schar-
parameters an. Der Wert a = 1 stellt einen ent-
arteten Sonderfall dar. Er ermdglicht keinen
knickfreien Ubergang. Stattdessen wurde
o« = 1.1 in die Schar mit aufgenommen.

Wahrend der Fehler beim Erfiillen der Randbe-
dingungen durch die Paarverkopplung auf einen
Wert von 2. Ordnung O(a”, a’?) verkleinert wer-
den konnte, so war er ohne Beriicksichtigung
der Koppelkorrektur noch von 1. Ordnung O(a").

Damit wurde in konsistenter Weise sowohl! bei
der Helmholtz-Gleichung als auch den Randbe-
dingungen die gleiche Fehferordnung erreicht.

Modifizierte adiabatische Moden unterscheiden
sich von den gewéhnlichen adiabatischen Mo-
den durch ihren korrigierten quasi-Radialterm
" (siehe Gl. (27)) und die Verkopplung zu hy-
briden Modenpaaren. Der Genauigkeitsgewinn
durch diese Modifikationen wurde im Fall des
konischen Lineartapers (Kegelhorn) untersucht.
Die Eigenfunktionen des Kegelhorns kdnnen in
einer Kugeiwellendarstellung noch exakt ange-
geben werden. Ein Vergleich zwischen der
gewdhnlichen adiabatischen Modenlésung (AM
ohne Paarverkopplung), die noch den einfachen
Radialterm £ benutzt, mit der modifizierten
Losung £ (MAM mit Paarverkopplung) zeigt
eine mittlere Verkleinerung der Abweichung
von der exakten Kugelwellenldsung um etwa
50%. Die neue MAM-Methode liefert somit eine
genauere Felddarstellung als die &ltere AM-
Theorie bei der approximativen Analyse inho-
mogener Wellenleiterverbindungen.

3.3 Der Energieflu3

Zum besseren Verstindnis der Wellenausbrei-
tung in inhomogenen Taperleitungen wird nun
die mittlere Strdmungsgeschwindigkeit der
Energie eines Hybridmodenpaares untersucht.
Die Definition der Energiegeschwindigkeit nach
Borgnis [12]

2 re{ExA}.5, aF

2
Ve = N _ F (37)

w if(lslz-l-zlelz)dF
4 Jp

erfordert eine Berechnung des zeitgemitteiten
Energieflusses N und des Energiebelags W. F ist
die kreisfdrmige Querschnittsflache des Hohl-
leiters. Flir modifizierte adiabatische Moden
erhalt man daraus nach einiger Rechnung (Kark

(10D

ke (2)

P c (38)
mit der Lichtgeschwindigkeit ¢ = 1/\/;3__ Wegen
der variablen Ausbreitungskonstante k(z) ist
nun auch die Energiegeschwindigkeit eine
Funktion der Langskoordinate z geworden. Lauft
eine Welle in Richtung groBerer radialer Ab-
messungen, so wichst ihre Energiegeschwin-
digkeit nach Gl. (38) an (beachte GI. (14)). Im
Grenzfall einer unendlich fernen Hohlleiterwand
erhdlt man quasi Freiraumbedingungen
{(k, — k), und die Welle breitet sich mit Lichtge-
schwindigkeit v, = ¢ des betreffenden Mediums

ve(2) =



aus. Bei Wellenausbreitung in einen sich mo-
noton verengenden Hohlieiter hinein nimmt die
Energiegeschwindigkeit proportional zur Aus-
breitungskonstante ab. Im Grenzfall kann man
daraus schilieBen, daB der EnergiefluB am cutoff
(k, = 0) zum Stillstand kommt, sich umkehrt und
die Welle total reflektiert zuriick lauft, wobei sie
wieder beschleunigt wird. In dieser Arbeit wird
erstmals der Begriff der mittleren Energiebe-
schleunigung b; definiert.

dve _ 1 d 2
Ve gz T 7 dz E (39)
Im Falle des Rundhohlieiter-Tapers erhait man
mit v, aus Gl. (38):

bez) = k' k (%)2 . (40)

Bei sich verengendem Kanal gilt k,” < 0 und die
Beschieunigung ist eigentlich eine Wellenver-
zbégerung. Bei Annaherung an den cutoff wird
die Welle abgebremst bis sie zum Stillstand
kommt und nach Totalreflexion wieder be-
schleunigt zuriicklauft. Der Taper wirkt ais An-
passungsglied 2zwischen zwei homogenen
Raumteilen mit jeweils anderer Energiege-
schwindigkeit. Er beschleunigt oder bremst den
einfallenden Mode bis er die angepaBte Ener-
giegeschwindigkeit des anschlieBenden Hohi-
leiters erreicht. Somit kann man eine getaperte
Leitung auch als Energiegeschwindigkeitstrans-
formator bezeichnen. .

4, Der Toroid

Als zweiter Themenkreis neben dem Rundhohi-
jeiter-Taper wird in dieser Arbeit der schwach
und uniform gekrimmte Toroidhohileiter unter-
sucht. Man kann ihn sich aus einem homogenen
Rundhohlleiter entstanden denken, dessen
Achse nicht geradlinig sondern schwach ge-
krimmt verlduft. Die Symmetriedeformation
wird als Stérung der homogenen Anordnung
angesehen und mit Hilfe der Rayleigh-Schré-
dinger Stdérungstheorie (Schridinger [13]) wer-
den Korrekturen zum ungestdrten Feld berech-
net.

bE=

Toroidale Strukturen wurden seit Jouguet [14]
fiir verschiedene Zwecke immer wieder unter-
sucht. Der klassischen Anwendung als Wellen-
leiterbaustein zur Nachrichtenlibertragung steht
in neuerer Zeit die Verwendung ais ringférmig
geschlossener Resonator in der Plasmaphysik
gegeniber. Torusstrukturen fihren immer auf
nicht separierbare Differentialgleichungen (mit
Ausnahme der Laplace-Gleichung fir den stati-
schen Grenzfall). So ist man zur Losung auf
Naherungsmethoden angewiesen. Jouguet [14]

und Lewin [15] befaBten sich mit dem Toroid-
hohlieiter, wahrend Brambilla [16], Cap [17],
Lileg [18] und Schupfer [19] den geschlosse-
nen Torusresonator untersuchten. Weston [20]
betrachtete die Streuung elektromagnetischer
Wellen an einem Torus.

In dieser Arbeit wird erstmals der Formalismus
der Stérungstheorie nach Rayleigh und Schro-
dinger auf den Toroidhohlleiter angewandt. Die
Felddarstellung geschieht hier nicht dber die
Vektorpotentiale wie beim Rundhohileiter-Ta-
per, sondern es werden Losungen fir die longi-
tudinalen Feldkomponenten hergeleitet, womit
iber die Maxwellschen Gleichungen auch die
Transversalfelder festgelegt sind. Die skalari-
sierten Gleichungen der Langsfeldstarken kdn-
nen mit Hilfe einer bikomplexen Transformation
entkoppelt und damit entscheidend vereinfacht
werden. Im Gegensatz zum Torusresonator exi-
stieren im Toroidhohlieiter keine toroidal uni-
formen Moden, die nicht von der Umfangskoor-
dinate « bzw. s (siehe Bild 3) abh&ngen und nur
drei Feldkomponenten besitzen. Bei der Be-
rechnung des Torusresonators beschrénkte
man sich bisher Gberwiegend auf diesen einfa-
cheren Spezialfall, da hier die E-Wellen von den
H-Wellen entkoppelt sind. Im Toroidhohlleiter
gibt es dagegen nur Hybridfelder mit jeweils
sechs Feldkomponenten.

in einer Stdrungsrechnung 1. Ordnung werden
alle Eigenfunktionen mitsamt den zugehdrigen
Ausbreitungskonstanten der EH- und HE-Hy-
bridwellen bestimmt. Fir die unendlichen Rei-
hen der Stérterme in den Eigenfunktionen kon-
nen exakte, geschlossene Ausdriicke angege-
ben werden. Es wird erstmals das gesamte
Modenspektrum aller EH- bzw. HE-Wellen un-
tersucht. Physikalisch anschauliche Darsteilun-
gen der transversalen Feldlinien innerhalb der
gestérten Struktur sowie Untersuchungen des
longitudinalen Energieflusses schlieBen sich an.
Fir die H,,-Grundwelle werden im Vergleich mit
dem geraden Kreiszylinder die transversalen
Feldlinien und die rdumliche Verteilung der
zeitgemitteiten Energiestrémung graphisch dar-
gestelit.

4.1 Die gestdrte Helmholtz-Gleichung

Die Maxwellschen Gleichungen in lokalen To-
ruskoordinaten (&, ¢, «) (siehe Bild 3 mit dem
normierten Radius £ =p/a und 0 < ¢ < 1)
kénnen bei uniformer und ebener Krimmung
der toroidalen Langsachse auf ein gekoppeltes
Paar partieller Differentialgleichungen von 2.
Ordnung fiir die longitudinalen Feidkomponen-
ten E, und H, reduziert werden (Brambilla und
Finzi [16]).



(A +A)E =6( LiE+LyZH) (41)
(A +L)ZH =6( — L E+ L4 ZH) (42)

Hierzu werden die Abkirzungen E = hE, und
H = hH, eingefihrt. h(¢, @) =1 — 8¢ cosgp ist
dabei der toroidale Metrikkoeffizient, und
6 = a/R ist das inverse Aspektverhaitnis. a ist
der kieine und R der groBe Torusradius, wes-
wegen aus geometrischen Griinden immer
0 <€ 6 < 1 gilt. Zur Dimensionsbefreiung wurde
der Feldgwellenwiderstand des freien Raumes
Z = ~u/e benutzt. A, ist der transversale La-
place-Operator und L, sowie L, sind Stéropera-
toren von 1. Ordnung.

Fi 8 8
A =2 () + 43
‘ m(fa:) 7 397 “)
1 +92 i
b= h (1 __Vy?)(S";fP 5(3!’ ~cos¢_5%) @
_ "2y ( g , coso a)
=72 [ Ging-d + 5952 9 )45
na-A\ T T )

Dabei wurde die dimensionslose GroBe y ein-
gefthrt, die Gber den Metrikkoeffizienten h von
den transversalen Koordinaten ¢ und ¢ ab-
hangt.

, |
= 46
Y ) (40)

Der Parameter A = (ka)?(1 — y?) hangt Uber y
von der bislang noch unbekannten Ausbrei-
tungskonstante 8 ab, die ais Eigenwert der Dgl.
(48) betrachtet werden kann. Alle Feldkompo-
nenten haben die longitudinale Abhé&ngigkeit
eitwt=gs) mijt der toroidalen Bogenlénge
s = R a. Mit Hilfe der bikomplexen Transforma-
tion

F=E+iZH (47)

gelingt eine elegante Entkopplung der Gin. (41)
und (42), und man erhait eine gestdrte homo-
gene Helmholtz-Gleichung mit den zugehdrigen
Randbedingungen (Kark [10]).

(A +A)F = 8LF (48)

BH,

Ealg=1 =0 5z |e=1 T

o (49)

L =L, —il,ist ein komplexer Stéroperator von
1. Ordnung. Die i-komplexe Ebene, die in Gl. (47)
eingefiihrt wurde, muB streng von der j-kom-
plexen Ebene getrennt werden, die bereits fir
eine elegantere Beschreibung der Zeitabhén-
gigkeit (coswt— e/*t) mittels j-komplexer

Phasoren benutzt wird. Es gilt stets
j2=j2= —1 aber ij # —1. Das Rechnen mit
zwei komplexen Ebenen ist eng verwandt mit
dem Quaternionenkalkil der Spinoralgebra
(Birkhoff und Mac Lane [21]). Mit der Quater-
nionenschreibweise lieBe sich zwar die bikom-
plexe Darstellung noch weiter formalisieren;
eine konsequente Unterscheidung der beiden
imagindren Einheiten i und j gentigt aber fir die
Zwecke dieser Arbeit vollauf.

4,2 Stérungsrechnung

Die Grundidee zur Ldsung der nicht separier-
baren Helmhoitz-Gleichung (48) ist es, die
Krimmung der Lingsachse des Toroidhohlliei-
ters als Storung der Symmetrie des homogenen
Rundhohlleiters mit gerader Achse anzusehen.
Die Eigenwerte und Eigenfunktionen im Toroid
missen sich bei wachsender Stérung (6 > 0)
stetig aus den Lésungen F9 und B©® der unge-
stérten Differentialgieichung mit (6 = 0) erge-
ben. Man beachte dabei, daB Gl. (48) noch vdllig
exakt fir beliebige Werte des inversen Aspekt-
verhaitnisses § mit 0 < 6 < 1 gilt. Somit kon-
nen die gestdrten Eigenfunktionen als Entwick-
lung nach Potenzen des inversen Aspektver-
haltnisses 6 = a/R dargestellt werden. Die
Entwicklungskoeffizienten sind Linearkombina-
tionen der ungestdrten Eigenwellen des gera-
den Kreiszylinders. In dieser Arbeit sollen nur
Toroidhohileiter mit schwacher Krimmung
(0 < 6 < 1) betrachtet werden, so daB die ge-
suchten Entwicklungen schon nach dem linea-
ren Term & abgebrochen werden dirfen. Damit
macht man einen Stdrungsansatz erster Ord-
nung fiir die bikomplexe Feldfunktion F, und die
Ausbreitungskonstante §,.

F, = FO + 5F (50)
B, = B9 + 55" (51)

Hier werden wieder alle Doppelindices (m, n)
zu einem einzigen (v) zusammengezogen. Der
Stérterm F{" wird nach den ungestorten Eigen-
funktionen F® mit bislang noch unbekannten
Entwicklungskoeffizienten c,, entwickelt.

FY = > e FY (52)
“

Mit diesem Ansatz geht man in GI. (48) und
vernachldssigt alle Terme von 2. Ordnung
O(6?). Unter Ausnutzung der Orthogonalitatsei-
genschaften der ungestérten Losungen F® kann
man die Entwicklungskoeffizienten ¢, bestim-
men, und man erhalt die unendlichen Stérrei-
hen (52), die mit Hilfe des Residuensatzes der
Funktionentheorie in geschlossene Ausdriicke



Ubergefiihrt werden kénnen. Die daraus resul-

tierenden expliziten Stérterme findet man bei
Kark [10]. Man beachte dabei, daB zur Bestim-
mung der Stdérung einer E,,- bzw. Hy,-Welle, die
im homogenen Rundhohlleiter miteinander ent-
artet sind, ein etwas anderer Stérungsansatz zu
machen ist. Durch die Krimmung der Langs-
achse wird die Entartung der beiden Modenty-
pen aufgehoben {(Kark [23]).

4.3 Feldverdringung

Zum besseren Verstindnis der Wellenausbrei-
tung in toroidalen Hohlleitern werden einige
Darstellungen der gestdrten Feldverteilungen
mit den Feldern des geraden Kreiszylinders
verglichen. Die elektrischen Feldlinien in einem
transversalen Querschnitt sind im Biid 4 fur die
H,,-Grundwelle gezeigt, wahrend die transver-
sale Verteilung der longitudinalen Komponente
des Poyntingschen Vektors

P, = -%- Re{ExH'}. 5, (53)

in Bild 5 dargestelit wird. Die Intensitdt im
EnergiefluB nimmt von wei bis schwarz linear
quantisiert zu. Beide Diagramme zeigen eine
bemerkenswerte Verschiebung sowohl der
Feldlinien als auch der Energiestrémung in den
3uBeren Querschnittsbereich weg vom Krim-
mungsmittelpunkt des Toroids, der jeweils auf
der rechten Seite der Bilder liegt. Es fallt eine
Erhéhung der zeitgemittelten Energiestromdich-
te P, im &uBeren Querschnittsbereich auf, wéh-
rend innen eine Abschwéchung festgestelit
werden kann. Dies fihrt im Toroidhohileiter zu
einer unsymmetrischen Energiestrdmung. ins-
gesamt wurden die niedrigsten funf Rundhohl-
leitermoden auf ihr gestortes Verhalten im To-
roidhohlleiter untersucht, wobei stets der glei-
che Effekt beobachtet werden konnte (Kark

{10]).
5. Der toroidale Taper

Als Verallgemeinerung wird schlieBlich eine
kombinierte Struktur betrachtet, in der beide
Stdérungen der Rundhohlleiter-Symmetrie ge-
meinsam auftreten. Der toroidale Taper (geta-
perte Toroid) besitzt eine uniform und schwach
gekrimmte Langsachse und einen sich lang-
sam erweiternden (bzw. verengenden) Kreis-
querschnitt (siehe Bild 1). Ein solcher inhomo-
gener Hohlleiter ist in der Literatur bisher mit
analytischen N&herungsverfahren noch nicht
untersucht worden. Nach der getrennten Unter-
suchung beider Symmetriestérungen fithrt eine
lineare Superposition der Feldiésungen fir
Taper und Toroid zu einer approximativen Be-
schreibung der Wellenausbreitung in dem neu-

en Hohlleitertyp (Kark [10]). Es wird das lokale
Toruskoordinatensystem (&, p,s) benutzt. For
eine Naherungsrechnung erster Ordnung kon-
nen die Korrekturterme, die vom sich &ndern-
den Radius O(a’) herrithren, und jene, die durch
die gekrimmte Langsachse O(S) angeregt wer-
den, separat berechnet werden. Im néchsten
Schritt Uiberlagert man sie linear. Ein hybrider
Koppelterm, der sich als klein von 2. Ordnung
O(a’?, a”, 6%, a'd) erweist, kann vernachldssigt
werden, vorausgesetzt die geometrische Sym-
metriestérung bieibt auch wirklich klein.

Die Kombination der adiabatischen Rechnun-
gen mit der Stérungstheorie ermdglicht erst-
mals einen analytischen Zugang zur mathema-
tischen Untersuchung dieses neuartigen Hohl-
leitertyps. Durch die lineare Superposition der
beiden Inhomogenititen ergeben sich insbe-
sondere die gleichen Ph&nomene der Energie-
beschleunigung und Feldverdrangung wie beim
Taper bzw. Toroid selbst. '

6. Zusammenfassung und Ausblick

Es wird das elekiromagnetische Randwertpro-
blem fir verlustfreie Hohlleiter mit kreisférmi-
gem Querschnitt untersucht. Die Eigenwellen
des kanonischen homogenen Kreiszylinders
kénnen durch eine Separation der skalaren
Helmholtz-Gleichung noch exakt angegeben
werden. Wird dagegen die Form der metalli-
schen Randflachen nur geringfligig abgeéndert,
so kann man i.a. schon keine analytisch exakte
Feldi®ésung mehr finden.

In dieser Arbeit werden inhomogene Hohlleiter
betrachtet, die man als gestdérte Rundhohileiter
ansehen kann. Es wird der EinfluB von kleinen
Anderungen des Querschnittsradius ( — Rund-
hohlleiter-Taper) und einer schwachen Krim-
mung der Langsachse ( — Toroidhohileiter) auf
das stationdre Feldproblem bestimmt. Zun&chst
werden beide Stdrungen getrennt betrachtet
und danach im hier erstmals untersuchten Fall
des toroidalen Taperhohlleiter Uberlagert.
Strukturen dieser Art mit geringer Modenkon-
version findet man u.a. in der Hohlleiterschal-
tungstechnik als schwach inhomogener Uber-
gang zwischen zwei homogenen Raumteiien
oder als Speiseleitung einer Mikrowellenanten-
ne.

Aufgrund des sich nur langsam é&ndernden
Hohlleiterveriaufs kénnen, ausgehend von den
Eigenwellen des Rundhohlleiters, verschiedene
mathematische N3herungsverfahren verwendet
werden. Im Taper benutzt man eine verbesserte
adiabatische Modentheorie, wahrend fur den
Toroid eine Stérungsrechnung nach Rayleigh



und Schrédinger bevorzugt wird. Alle dadurch
hergeleiteten Korrekturterme werden als ge-
schlossene Ausdricke angegeben. Im toroida-
len Taper wird eine lineare Superposition der
Feldl®ésungen fur Taper bzw. Toroid durchge-
fuhrt.

Als Verallgemeinerung der bestehenden Theo-
rie kbnnten einige andere geometrische St6-
rungen der Zylindersymmetrie ebenfalls be-
rucksichtigt werden. Man kdnnte eine ungleich-
formige Achskrimmung, Ondulierungen oder
Torsion betrachten. Genauso wéare die Untersu-
chung von inhomogenen Hohileitern mit impe-
danzrandbedingungen oder auch mit Plasma-
fullung von besonderem Interesse.
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Hohlleiter kreistdrmigen Querschnitts : Rundhohileiter, Rundhohileiter-Taper, Toroidhohl-

Bild 1.
leiter und toroidaler Taperhohileiter.
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Der Koppelkoeffizient : Darstellung des Koppelkoeffizienten |yl far das EH44-Hybridpaar
Bie Richtung

Bild 2,
im Taper mit y aus Gl. (35) fur die Schar exponentieller Taper wie in Gl. {36).
zunehmenden Scharparameters « wird durch einen Pfeil angedeutet.




Bild 3. Torus mit Koordinatensystemen : Kartesische Koordinaten (x,y,z) und lokale Toruskoor-
dinaten (¢, @, &) bzw. (o, @, s) als verallgemeinerte Kreiszylinderkoordinaten.

L Bild 5. Die Energiestromdichte : Trans-
versale Verteilung der longitudi-
nalen Komponente P, des Poyn-

Bild 4. Transversale elektrische Feldli- tingvektors (siehe GI. {53)) fur die

nien fir die Hq4-Welle im ge-
raden Kreiszylinder (5 = 0) und
ihr gestortes Verhalten im To-
roidhohlleiter (5 = 0.02).

Hqq-Welle im geraden Kreiszy-
linder (0 = 0) und ihr gestértes
Verhalten im Toroidhohlleiter
(6 = 0.02).




