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Zusammenfassung

Es wird die Ausbreitung elektromagnetischer Weilen in verlustfreien inhomogenen Hohlleitern mit Kreisquer-
schnitt und konstanter, ebener Krimmung der Lingsachse behandelt.

Die exakte Losung der Maxwellgleichungen im Toruswellenleiter kann unter Beriicksichtigung der Randbe-
dingungen nicht angegeben werden. Fir Tori mit pur schwacher Kriimmung kodnnen die Feldgleichungen
jedoch niherungsweise analytisch geldst werden. Mit Hilfe der aus der Quantenmechanik wohl bekannten
Rayleigh-Schrédingerschen Stérungstheorie wird hier das volle Spektrum aller, auch entarteter, Wellentypen
mit Eigenwerten und Eigenfunktionen bis zu den Stdrtermen 1. Ordoung untersucht. Die Kriimmung der
Hohlleiterlingsachse wird als Stérung des geraden Kreiszylinders aufgefaBt und das gestdrte Torusfeld nach
den Eigenwellen des ungestdrten Problems entwickeit. Man erhalt fir die Feldstirken komplizierte Reihen-
darstellungen, die sich aber mit Hilfe des Residuensatzes der Funktionentheorie noch geschlossen darsteilen
lassen.

Abstract

The propagation of electromagnetic waves in a loss free inhomogeneous hollow waveguide with circular cross
section and uniform plane curvature of the longitudinal axis is considered.

The exact solution of Maxwell’s equations in toruslike waveguides cannot be given with the correct boundary
conditions. In a torus with small curvature the field equations can however be solved by means of an analytical
approximation method. Using the Rayleigh Schrodinger perturbation theory, well known in quantum mecha-
nics, eigenvalues and eigenfunctions containing first order correction terms are derived for the full spectrum
of all modes including the degenerate ones. The curvature of the axis of the waveguide is considered as a
disturbance of the straight circular cylinder and the perturbed torus-field is expanded in eigenfunctions of the
unperturbed problem. Complicated series expansions are obtained, which can however be represented in closed
form by means of the residue theorem and complex integration.

1. Einleitung

TorusfSrmige Wellenleiter werden in den verschiedensten Bereichen bendtigt. Im ehemaligen H,,- Hohlka-
belprojekt bildete ihre Untersuchung die Grundlage zur Berechnung der unerwiinschten H,, — E,; Moden-
konversion bei gekriimmter Ubertragungsstrecke [ 1,2]. In heutiger Zeit hat man mit den modernen dielek-
trischen Lichtwellenleitern eine analoge Anwendung [3]. Zudem werden Torushohlleiter zur Speisung von
ReﬂektoEanteﬁmen und als ringformig geschlossene Resonatoren bei Beschleunigern und Fusionsanlagen ein-
gesetzt | 4,5 1.

Die exakte Losung der Maxwellgleichungen im Toruswellenleiter durch Uberfiihrung in die vektorielle Helm-
holtz-Gleichung und deren Bernoulli-Separation liBt sich mangels eines geeigneten Koordinatensystems nicht
gewinnen [[6]. Fir Tori mit nur schwacher Krimmung kénnen die Feldgleichungen jedoch nidherungsweise
analytisch geldst werden. Durch Einfithrung einer zweiten komplexen Ebene gelingt eine vollstindige Ent-
kopplung der Maxwellgleichungen und man erhélt eine skalare inhomogene Wellengleichung flir die bikom-
plexe Feldstirke, deren Losung mittels Rayleigh-Schrodingerscher Storungstheorie [7.8] als Entwicklung
nach Potenzen des inversen Aspektverhiltnisses 6 = a/R (a, R kleiner, groBer Torusradius) dargestellt werden
kann. Die Entwicklungsfunktionen sind die ungestdrten Eigenwellen des geraden Kreiszylinders. Es werden
hier aur Tori mit uniformer Kriimmung /R und konstantem Querschnittsradius a betrachtet.

Als Erweiterung zu fritheren Arbeiten, wo im toroidal uniformen Fall (entkoppelte E- und H- Wellen mit nur
je 3 Feldkomponenten) nur die Eigenwerte, diese aber auBerordentlich genau, bestimmt wurden [9,10}, wird
hier das volle Spektrum aller Wellentypen mit Eigenwerten und Eigenfunktionen bis zu den Stortermen 1.
Ordnung untersucht. Die hier auf den Torus angewandte Methode liefert flr die Feldstirken recht aufwendige



Reihendarstellungen, deren geschlossene Darstellung dber eine Polreihentransformation mit Hilfe des Residu-
ensatzes weiter unten angegeben wird.

2. Herleitung einer Wellengleichung
2.1 Das lokale Toruskoordinatensystem (£, ¢, «)

Das hier beschriebene Verfahren dient zur Berechnung der Ausbreitung elektromagnetischer Wellen in ver-
lustfreien Hohlleitern lokal kreisfdrmigen Querschnitts mit abschnittsweise konstanter Kriimmung. Der gesamte
Hohlleiterzug 148t sich, wie in Bild | gezeigt, aus einer begrenzten Anzahl separat zu betrachtender Teilstiicke
zusammensetzen.

Bild 1. Inhomogener Hohlleiterzug aus n Raumteilen mit konstantem lokalem Kreisquerschnitt und abschnittsweise konstanter Krimmung
/R, .

Die Kriimmungsebenen der Teilhohlleiter miissen nicht identisch sein, so daf durch die Zusammenschaltung
auch eine helixartige Nettokriimmung im Raum erreicht werden kann. In dieser Arbeit soll nur ein gekrimmtes
Teilstiick aus der Gesamtschaltung betrachtet werden. Im Hohlleiter hin- und riicklaufende Wellen werden
getrennt ‘betrachtet; Anregungs- und Reflexionseffekte an den Trennflichen bleiben unberiicksichtigt.

Wie in Bild 1 dargestellt, darf die Krimmung auch Null sein (R, = o). Der gerade Kreiszylinder ergibt sich
somit als Grenzfall aus der gekriimmten Struktur. Abweichend von den dblichen Toruskoordinaten [5,11]
benutzt man darum zur Darstellung der metallischen Randflichen das lokale Toruskoordinatensystem (Quasi-
toruskoordinaten), das bei verschwindender Kriimmung in das System der bekannten Kreiszylinderkoordinaten
{ibergeht. Aus Bild 2 1Bt sich leicht der Zusammenhang zwischen den dimensionslosen lokalen Toruskoordi-
naten (£, ¢, o) und den kartesischen Koordinaten (x, y, z) ablesen.

Unter Beriicksichtigung der Variablentransformation ¢ = a¢ und s = Ra mit ¢ als quasiradialer Linge und
s als Bogenlidnge entlang der Torusmittellinie gilt [12]

Xx=Rhcos o
y =R hsin « 1)
z=3a¢singp

mit dem Metrikfaktor
h=1-—-08¢fcos ¢ 2)

und dem inversen Aspektverhiltnis

5 = (3

a

R *
wobei a der kleine bzw. R der groSe Torusradius ist; ¢ ist der poloidale und o der toroidale Winkel. Das
Torusinnere wird durch Werte 0 < £ < 1 beschrieben.

Nach der Festlegung des Koordinatensystems sollen nun die Maxwellgleichungen in eine der Stérungsrechnung
zugingliche Form gebracht werden.
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Bild 2. Torus mit Koordinatensystemen : Kartesische Koordinaten (x, y, z) und lokale Toruskoordinaten (£, ¢. a) bzw. (@, ¢, 5) als
veraligemeinerte Kreiszylinderkoordinaten.

2.2 Die Feldgleichungen
Aus den Maxwellgleichungen fiir stationdre Felder in homogenen, isotropen und quellenfreien Medien
VxH = jwe E
H Jwe E )
VXE = —jwp H

eliminiert man zundchst die Transversalfeldstirken. Bei Torushohileitern mit variabler Kriimmuag 1/R(s) fihrt
diese Umformung auf eine komplizierte Integro-Differentialgleichung [13]. Durch die Beschrinkung auf
gleichformig gekrimmte Wellenleiter erhalten die gesuchten Gleichungen fir die Longitudinalfelder jedoch eine
einfachere Form.

Wegen der Uniformitatsbedingung fiir Tori konstanter Kriimmung ist der Metrikfaktor h unabhdngig von der
Lingskoordinate

KLICTE N ff‘ 2 -0 . (5)
[0 4

Somit erhalten alle Feldkomponenten die exponentielle Abhéngigkeit
, (6)

die in den weiteren Rechnungen weggelassen wird. Im folgenden soll nur das negative Vorzeichen im Expo-
penten benutzt werden. Es reprisentiert Wellen, die sich in die positive s-Richtung ausbreiten. Fir die entge-
gengesetzte Ausbreitungsrichtung ist 8 durch — 8 zu ersetzen.

e J(wt=B9)

Mit den Abkiirzungen fiir die mit dem Metrikfaktor h multiplizierten Langsfeldstirken

H=hH,
E=hE, ™

erhilt man aus den Maxwellgleichungen in lokalen Toruskomponenten
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Fop + jBa H, = jwe ha E,
~jBa H, - —"a—?- = jwe ha E,
ho(¢H,) hoH
LI @ = jwetaE .
a¢ de 8
9E , iga E = —jup ha H ®

£a¢ J (7] = Jop Q
—jBaEQ—-%f— = —jup ha H,
h d(¢E,) hOE, o

T3 > = —jup §a H

nach Elimination der Transversalfelder E,, E,, H, und H, eine zu [4] analoge Form, die aber etwas uniiber-
sichtlich ist und hier in einer wesentlich kompakteren Operatorschreibweise wiedergegeben werden soll.

(L +NE =5(LiE + L; HZ)

9
(L9 +\) HZ = § (L{ HZ - L E)

Die Gleichungen (9) sind die gesuchten gekoppelten Longitudinalgleichungen, deren stdrungstheoretische
Behandlung im Mittelpunkt dieser Arbeit steht. Die Differentialoperatoren bedeuten ausfihrlich

© o9 (.3, 9%
L =5 (t97) * 75 (1
2 .
[$=_L+Y (_ 9 5By 9 11
1 b(l-—-yz)( cossoae T 9e (1D

P RPN TN T 12
Ly h(l—yz)(sm‘paf+ T e . (12)

L© ist der transversale Laplaceoperator; L; soll im folgenden als Mono-Stéroperator und L als Hybrid-
Stdroperator bezeichnet werden.

Hierbei\/ﬁnden die dimensionslose GroéBe y = 3/kh und der Metrikfaktor A = 1 — & £ cos ¢ Verwendung.
= wV ue ist die Wellenzahl, § = a/R das inverse Aspektverhiltnis, das als Entwicklungsparameter in der
folgenden Stbrungsrechnung dienen soll, und

2
o (13
h°(¢, ¢)

ist der koordinatenabhingige Eigenwert des Differentialgleichungssystems (9), der sich aus der noch zu be-
stimmenden Ausbrein?gskonstamen B errechnen 148t {14]. E und H sind die gesuchten Querschnittseigen-
funktionen und Z = V /e ist der Feldwellenwiderstand des freien Raums und dient zur Normierung.

AN o= (ka)? (1 - 42 = (ka)® -

Der Mono-Stéroperator L§ verkniipft nur Wellen gleichen Typs miteinander (EE- oder HH- Kopplung), wéh-
rend der HybridstSroperator L; Wellen verschiedenen Typs miteinander verkniipft (EH- oder HE- Kopplung).
Im geschlossenen Torusresonator gibt es den Sonderfall toroidal uniformer Schwingungen (d/3a = 0), fiir
die wegen y = 0 der Hybridstdroperator L§ nach Gl. (12) verschwindet. Dadurch wird das Differentialglei-
chungssystem (9) entkoppelt, und man erhilt E- bzw. H- Wellen mit nur 3 Feldkomponenten. Die resultie-
renden entkoppelten Gleichungen stimmen v&llig mit den in [9] angegebenen iiberein. Wie das gekoppelte
System (9) zeigt, gibt es im torusfSrmigen Hohlleiter dagegen nur hybride EH- (quasi-E) bzw. HE- (quasi-H)
Wellen mit jeweils 6 Feldkomponenten, deren Bestimmung im nichsten Abschnitt durchgefithrt werden soll.

Zunichst allerdings sollen die Feidgleichungen (9) in eine kompaktere Form transformiert werden. Prinzipiell
besteht die Moglichkeit, das gekoppelte Differentialgleichungssystem (9) als zwei entkoppelte Einzeldifferenti-



algleichungen 4. Ordnung darzustellen [15]. Um deren auBerordentlich schwierige Bebandlung zu umgehen,
fiihrt man eine bikomplexe Feldfunktion F ein. Unter Zuhilfenahme einer zweiten komplexen Ebene durch die
Transformation [16,17]

F=E+ iZH (14)

erhilt man aus den Feldgleichungen (9) eine skalare inhomogene Wellengleichung fir die neue bikomplexe
Feldstirke

(LO N F=5L°F (15)

mit dem neuen Stdroperator
L*=L{i-iLl; . (16)

Die mit Gl. (14) eingefiihrte i-komplexe Ebene ist streng zu trennen von der j-komplexen Ebene, die zur ele-
ganteren Darstellung der Zeitabhingigkeit ( cos wt— e/‘) in Form von komplexen Amplituden flir die
Feldstirken {iblicherweise benutzt wird. Es gilt [13]

2

it= =1
j2= -1 aber (17
ij# -1

Die bikomplexe Darstellung lieBe sich zwar mit Hilfe der in der Quantenmechanik gebrauchlichen zweidi-
mensionalen Paulischen Spinmatrizen iber eine Quaternionsgruppe noch weiter formalisieren [18,19,20], eine
konsequente Unterscheidung der beiden imaginaren Einheiten i und j genigt aber fir unsere Zwecke vollauf.
Eine Aufspaltung des hypothetischen Feldes F in die physikalischen GroBen E und H ist durch Real- bzw.
Imaginirteilbildung in der i-komplexen Ebene ohnehin leicht wieder moglich.

In anderen Arbeiten zum Torusproblem [5,13] werden Formen der bikomplexen Entkopplung der Feidglei-
chungen benutzt, die sich von der unseren in Gl. (14) unterscheiden. Darauf soll hier aber nicht niher einge-
gangen werden. Im ndchsten Abschnitt wird oun die strungstheoretische Behandlung der inhomogenen bi-
komplexen Wellengleichung (15) niher erldutert.

3. Storungstheoretische Berechnung der Eigenwerte und Eigenfunktionen

Die Grundidee zur Lésung unserer inhomogenen Wellengleichung (15) besteht darin, die Krimmung als Sto-
rung des Hohlleiters mit gerader Achse aufzufassen. Die Eigenwerte und Eigenfunktionen im Torus missen
sich demnach stetig bei wachsender Storung (8 > 0) aus den Losungen der homogenen Differentialgleichung
(6 = 0) ergeben. Die gestdrten Eigenfunktionen kann man somit als Entwicklung nach Potenzen des inversen
Aspektverhiltnisses 8 = a/R darsteilen. Die Entwicklungskoeffizienten sind Linearkombinationen der unge-
stdrten Eigenwellen des geraden Kreiszylinders. In dieser Arbeit sollen nur Tori mit schwacher Kriimmung
(0 < 6 € 1) betrachtet werden, sodaBl die gesuchten Entwicklungen schon nach dem linearen Term & abge-
brochen werden diirfen. Eine vorziigliche Darstellung der hier angewandten Rayleigh-Schrodinger StSrungs-
theorie 1. Ordnung findet man in [8].

3.1 Die homogene Wellengleichung
Im geraden Kreiszylinder reduziert sich unsere Wellengleichung (15) wegen § = 0 auf

(LO £\ FO =g | (18)

Dieses Eigenwertproblem ist direkt 16sbar. Man findet leicht die bekannten E ,,- und H ,,- Eigenwellen mit
jeweils 5 Feldkomponenten, die ein vollstindiges Orthogonalsystem bilden. Faft man die Doppelindizes zu



einem einzigen Modenindex zusammen, so erhilt man aus (18), der folgenden Normierungsbedingung (19)
mit dem Kronecker- §, wobei F\% in der i-komplexen Ebene zu konjugieren ist,

1 2r
FOFD dp £ dt = 5, (19)
§=0¢=0
und den Randbedingungen

F9 =0  pei E,, — Wellen
aF® (20)
3 " 0 bei H,, — Wellen

die ungesttrten Eigenfunktionen

FO = 2 1n(,8) 2ne) 21)

mit ihren Eigenwerten A\ = 72 | wobéi sich der Querschnittseigenwert als Nullstelle der Besselfunktion bzw.
deren Ableitung ergibt

Jmn bei E,, — Wellen
Ty ¥ { Jmn'  bei Hp, — Wellen (22)

mitm=0,1,2,...und n =1, 2,3, ... . Die Normierungskonstante ist

Tm’ Umm) N 5 (1 + 8mo0) bei E,, — Wellen
N, = { o . — | . (23)
=i JUma") —2—-(1 - = )(1 + 8yo) bei Hp, — Wellen .
n

Jm
Die azimutale (4 poloidale) Feldabhingigkeit wird durch trigonometrische Funktionen beschrieben
_ §cos me
q’m(‘ﬂ) - { sin m¢} . ’ (24)

Jede E ,,- bzw. H ,,- Welle ist zweifach entartet, weil es Moden mit symmetrischem oder antisymmetrischem
Feldbild beziiglich der x-y- Ebene (siehe Bild 2) gibt. Entartungen treten bei Eigenwertproblemen immer dann
auf, wenn verschiedene Eigenfunktionen gleiche Eigenwerte besitzen. Man beachte, da fir m = O nur ein
gerader Modenansatz mit dem cos in Gl. (24) sinavoll ist, weil sonst alle Feldkomponenten verschwinden
wirden. Es soll an dieser Stelle auch gleich auf die H,, # E,, Entartung hingewiesen werden, die wegen
Jon' = Ji, auftritt, und deren stdrungstheoretische Behandlung separat zu erfolgen hat. Zunichst jedoch soll
nun die Stdrung auf alle nicht entarteten Eigenwellen bestimmt werden.

3.2 Nicht entartete Rayleigh-Schrodinger Stdrungstheorie 1. Ordnung

Fir die Symmetrieentartung im Querschnitt des ungestdrten geraden Kreiszylinders kann man die komplizier-
tere Stdrungstheorie fiir entartete Eigenfunktionen vermeiden, wenn man symmetrische bzw. antisymmetrische
Moden jeweils fiir sich getrennt betrachtet. Jede ungestérte Eigenwelle mit 5 Feldkomponenten geht bei Hin-
zukommen der Storung (Kriimmung der Lingsachse) stetig in einen Torusmode mit 6 Feldkomponenten und
gleicher Transversalsymmetrie iiber. Diese neuen Toruseigenwellen sind leider nicht geschlossen darstellbar;
sie lassen sich aber durch Reihenentwicklungen approximieren. Bei nur schwacher Stérung (8 < 1) wird bei
allen nicht entarteten Eigenwellen der Feldbildcharakter nur gering verindert. Man hat im wesentlichen wei-
terhin TM- und TE- Moden mit nur schwacher Anregung der bislang fehlenden zweiten Longitudinalkompo-
nente. Die Modenbezeichnung der Torusweilen kann deshalb analog zum geraden Kreiszylinder gewdhlt wer-



den [21]; man erhilt dann Hybridwellen mit 6 Feldkomponenten, die als quasi-E- (EH-) und quasi-H- (HE-)
Wellen bezeichnet werden (4].

Zur Losung von Gl. (15) macht man nun mit (siehe Gl. (13))

N, = (ka)? - -27 (25)

und der Abkilirzung
n, = (8,a)° (26)

einen linearen Stdrungsansatz fiir die bikomplexe Feldfunktion und deren normierte Ausbreitungskonstante zum

Quadrat

(1) (1
F, F:,o) + 6 F(,,l) 27
7, = a1, + dn,
mit F wie in Gl. (21) als E ,,- oder H ,,- Welle des geraden Kreiszylinders sowie
nf,o) = (ka)® - T% . 28
Mit
g, = 8O + 50 (29)
findet man leicht aus den Gln. (26) und (27) die Stérung der Ausbreitungskonstanten
) '
3(” D, = My ' (30)
2V 7Y

Das Stdrfeld FtV und die Anderung der Ausbreitungskonstanten 7¢!’ sollen bestimmt werden. Durch Einsetzen
von Gl. (27) in die inhomogene Wellengleichung (15) erhilt man nach Vernachlissigen aller Glieder 2. Ord-
nung in & und Beachtung der homogenen Wellengleichung (18) eine Dgl. zur Bestimmung der Stdrung

LOFD _ L5p® = 2 FD 4 pDEO ' 31
mit
LS = L% + 201D cos o . (32)

Mit Hilfe einer Entwicklung des Stérfeldes F!) nach ungestorten Eigenfunktionen [8] bei zunidchst noch un-
bekannten Entwicklungskoeffizienten c,,

F = Zc FO (33)

v T
m

und der Orthonormalititsrelation (19) ergibt sich nach kurzer Rechnung folgendes Ergebais

0 A
n, = ’75) - 5Wyv

= FO 4+ 5 AT () (34)

n
|




mit den Koppelintegralen in Skalarproduktform

1 2r
W, = (F,§°’,ﬁ’F$°’) = S stf) L F®dp g dt (35)
=0 =0

wobei die Summe in Gl.(34) dber alle x aufler 4 = » zu erstrecken ist, was aus der Normierungsbedingung
fiir die gestdrte Eigenfunktion (F,, F,) = 1 sofort folgt. » ist hier der Modenindex einer nicht entarteten
Eigenwelle; 4 darf auch eine entartete H, - oder E, - Welle kennzeichnen [22].

Eine ausfilhrlichere Darstellung zur Bestimmung der gestdrten Losung findet man in zahireichen Biichern der
Mathematischen Physik, speziell der Quantenmechanik [22,23,24,25,26]. Die 2. Gleichung der Beziehung (34)
148t sich auch in einer iibersichtlichen Heisenbergschen Matrixdarstellung angeben [26]

(F) = (I + 8(,) (F?) (36)

mit der Einheitsmatrix I, den Spaltenvektoren (F )und (F'®) aus gestSrten und ungestdrten Eigenfunktionen
und der Koppelmatrix (c,,) mit einer Hauptdiagonalen aus Nullen.

Recht mithsam aber unschwierig gestaltet sich die Bestimmung der Koppelintegrale ﬁ’“,. Es- sind langwierige
Quadraturen iiber trigonometrische und Zylinderfunktionen durchzufithren, wobei man eine vierfache Fallun-
terscheidung treffen muB, weil p oder » jeweils eine E ,,- oder auch eine H ,,- Welle kennzeichnen kann.

W,, soll hier in der Kiirze nicht explizit angegeben werden; es zeigt sich aber, da zur Berechnung der Stérung
in 1. Ordnung 0(5) auf die Eigenfunktion F, mit » & mna die Stdrreihe in Gl. (34) wegen der -Integraton in
Gl. (35) nur (ber solche u & pq zu erstrecken ist, fir die p = m = [ gilt. Die Summe dber alle u # », die
eigentlich eine Doppelsumme iber alle p und q mit 7,, # 7,, ist, reduziert sich demnach auf eine Einfach-
summe Uber alle g = 1, ..., o mit festem p. Insbesondere wird deswegen

W,, =0 @3N

vy 4

was bedeutet, daB sich die Ausbreitungskonstanten aller im runden Hohlleiter nicht entarteter Eigenwellen im
Toruswellenleiter in 1. Ordnung nicht dndern. Bei Hinzukommen der Stdrung dndert sich zwar das Feldbild,
aber jede Welle breitet sich mit der gleichen Phasen- und Gruppengeschwindigkeit aus, wie im geraden un-
gestérten Hohlleiter. ,

3.3 Entartete Rayleigh-Schradinger StSrungstheorie 1. Ordnung

Das einzig Neue an der entarteten Stdrungstheorie ist es, diejenigen Linearkombinationen der ungestdrten
entarteten Eigenfunktionen zu finden, die sich stetig aus den gestdrten Eigenfunktionen bei Wegfall der Stdrung
ergeben. Am Ende lduft dies auf eine Diagonalisierung (Hauptachsentransformation) einer quadratischen Form
hinaus (siehe in [8] S. 447/456). Es gibt einen unendlichen Satz von jeweils paarweise entarteten Eigenwellen.
Firn =1, ..., o hat man mit

Ta = Jon' = Jin (38)
folgende entarteten Eigenfunktionspaare

Fip) = el Jo(§7,)
\/1r Jo(Tys)

FO — ___‘_/_Z___ { - sin ¢ }
B x5 hir) cos ¢

Als Abklirzung wollen wir vereinbaren, die in Bezug zur Toruskrimmungsebene (siehe Bild 2) symmetrische
Feldfunktion (= cos ¢) als E,,’ -Welle und die antisymmetrische (< — sin ¢) als E;,”-Welle zu bezeichnen.

(39)

Fir ein Modenpaar mit festem Index n bildet man nun nach [8] eine zunichst noch unbekannte orthogonale
Substitution, wobei der Modenindex n zur besseren Ubersichtlichkeit in Zukunft weggelassen wird



FO = b F) + b, FE) . (40)

F© soll die Normierungsbedingung (19) erfiillen; man erhilt daraus eine erste Amplitudenbeziehung der bei-
den gesuchten i-komplexen Konstanten

6|2 + |byl2 =1 . (41)

Auch hier ist wie in Gl. (19) der Betrag in der i-komplexen Ebene zu nehmen. Fir unsere gesuchte orthogonale
Substitution (40) macht man nun exakt den gleichen Stérungsansatz wie im nicht entarteten Fall (27) und erhilt
analog zur Gl. (31) folgende Differentialgleichung

L(O)F(l) - I':SF(O) - _T%F(l) + 7’(1)}:(0) (42)

mit 7, wie in Gl. (38). Gesucht sind wiederum F'V und (" sowie zusitzlich die Koostanten b, und b,. Die
Gln. (25) bis (35) finden auch im entarteten Fall ihre analoge Entsprechnung. Man entwickeit auch hier die
Stérung nach den ungestdrten Eigenfunktionen

FV = ) ¢ F?9 . (43)
L

Mit diesem Ansatz geht man in die Differentiaigleichung (42) und nutzt auch hier die Orthonormalitatsrelation
(19) der ungestdrten Eigenfunktionen. Man findet dann folgende Beziehungen [23], wobei hier schon einige
Koppelintegrale aus (35) zur Vereinfachung eingearbeitet wurden

D) A bl
REESINEE
und
( F®, L* FO )
c, = 45)
. rf, - rﬁ

fiir p derart, daB gilt 7, # 7,. Mit
A
W = (F§) . —ili Fig)) (46)

besitzt das homogene Gleichungssystem (44) nur dann eine nicht triviale Losung, wenn die Koeffizientende-
terminante verschwindet. Aus der so gewonnenen Eigenwertgleichung (Sdkulargleichung) erhdlt man eine
quadratische Bestimmungsgleichung fiir die Stérung 5(V). Mit dem berechneten Koppelintegral

A { \/i—ka Vn(o)
7

fir die E,,” — Welle 47
n
0 fir die E,," — Welle

W =

erhilt man aus der Sakulargleichung »" und mit Hilfe von Gl. (30) die Storung der Ausbreitungskonstanten
B¢Y. Man findet dadurch

8@a + 5—X2_  gir die E,," - Welle

Ba = V2 Th (48)
5(0)3 fir die E|,’ — Welle

mit 3% a = \/(ka)2 -1

Aus dem System (44) 138t sich sodann das Verhiltnis b,/b, herleiten, mit dem b, und b, aus der Normie-
rungsbedingung (41) bis auf einen unwichtigen Phasénfaktor bestimmt werden kdnnen, also



b, 114
-bz— = n(l) = %1 . (49)

Fir die E,,’ -Welle lassen sich keine Verhiltnisse b,/b, ableiten. Ein hybrider Wellenansatz wie in Gl. (40)
ist hier physikalisch nicht sinnvoll. Somit ist die symmetrische E,,’ -Welle quasi-stabil. Sie koppelt nicht ent-
artet mit den H, Wellen, und darum bleiben die Rechnungen der nicht entarteten Stdrungstheorie fir sie
anwendbar. Das bedeutet, die E,,’ -Welle koppelt in 1. Ndherung mit £, E,’ und H,” Wellen aber nicht
mit H, Wellen (siehe auch [1]).

Im Gegensatz dazu ist bei der antisymmetrischen E,,”-Welle der Formalismus der entarteten Stdrungsrechnung
anzuwenden. Sie koppelt stark (selbst bei geringster Kriimmung) mit der H,,-Welle in einem entarteten Hy-
bridwellenpaar. Wegen der zwei mdglichen Vorzeichen fiir die Stérung der Ausbreitungskonstanten (¢! erhdlt
man auch zwei Losungen fiir das Koeffizientenpaar b, und b, aus der orthogonalen Substitution (40), was den
gesuchten zwei ungestdrten Eigenfunktionen entspricht, die sich als Grenzfall bei Wegfall der Storung aus den
beiden entarteten Hybridwellenpaaren ergeben. Die neuen ungestdrten Eigenfunktionen lauten also bei Be-
riicksichtigung der Gln. (41) und (49)

0 1 0 0
F(*) = — ﬁ;) == Fé“)") . (50)

(A

Damit kdnnen auch die Entwicklungskoeffizienten (45) der Eigenfunktionsstérung (43) fir ein festes n be-
rechnet werden. Fiir die Koppelintegrale sind wiederum mehrere Fallunterscheidungen zu treffen, was hier aber
im einzelnen nicht gezeigt werden kann.

Zusammenfassend erhdlt man nun mit F\* wie in Gl. (21) die gestdrten Eigenfunktionen im n-ten entarteten
Hybridpaar

( FO, L FY )

Ta— 7T

0 0
F, = FQ + & F® . (51)

#
T, E T,

Die entarteten Eigenfunktionen der transformierten Basis (50) erleben bei Hinzukommen der Stdrung eine
'Niveauaufspaltung’; die Entartung wird somit aufgehoben. Die gestdrte F. Welle erhilt nach Gl. (48) eine
vergroBerte Ausbreitungskonstante, die F. Welle eine verkleinerte. Somit ergeben sich auch verdnderte Aus-
breitungsgeschwindigkeiten der aufgespaltenen Wellen. In Relation zu der ungestdrten Phasen- und Gruppen-
geschwindigkeit im runden Hohlleiter erhilt man im Torus flir die F, Welle ’

(0) i 5 Y% .
v = vp |1 F 5. e
- . (52)
v, = v211 = 5 VéO) .
S R
mit (siehe in [27])
s se P = (53)

und der Lichtgeschwindigkeit
¢ o= —t= (54)

Ve




Eine Untersuchung der Energiegeschwindigkeit v, soll in einer spiteren Arbeit erfolgen. Zuadchst wird im
folgenden Abschnitt eine geschlossene Darstellung fiir die Feldstirken der Toruswellen angegeben.

4. Die Feldstirken im Torus

Ausgehend von den bisher hergeleiteten Reihendarstellungen fir die EigenfunktionsstSrungen, die hier aus
Platzgriinden nicht explizit angegeben werden kdnnen, soll nun der Weg skizziert werden, wie man geschlos-
sene Ausdriicke fiir die Torusfeldstirken gewinnen kann.

4.1 Reibendarstellungen

Die Doppelsummen iber alle u 4 pg mit ¢ = 1, ..., ® in den Gln. (34) und (51) lassen sich in endliche
Einfachsummen mit nur zwei Summanden flir p = m £ | dberfilhren. Die inneren Stdrreihen dber alle q
konnen allgemein folgende zwei Formen annehmen

Sg = Jpq Tp(&ipg)
(72 = jtg)? 7o'Upd

=t (55)

o0

Sy = (Upq ) Tp&ipg ")
(TE - qu,2)\b (qu,2 - Pz) JP(JPQ )
. q=1

mit 7, wie in Gl. (22) und den Exponenten ¢ = 2 oder 3 sowie x = 2 oder 4. Eine geschlossene Darstellung
der Reihen (55) gelingt mit Hilfe folgender komplexer Funktionen

gs() = z Tp(§2)

(- 2y D 56,
gx(2) AN
H =

(Tg_zz)w L'

wobei die hier benutzte komplexe Ebene z = x + iy mit den beiden in Abschnitt 2.2 eingefiihrten komplexen
Ebenen nichts zu tun hat. Betrachtet man nun ein Schieifenintegral wie in Bild 3, so erhalt man fur die Inte-
granden g (2) bzw. g 4(2) aus Gl. (56) nach dem Residuensatz der Funktionentheorie [28]

Sg(z)dz = 27xi Z Res{g(zp)} (57
C k

an den isolierten Singularititen z,. Die Integranden sind antisymmetrisch auf der imagindren Achse (
z = = iy). Somit verschwindet das Integral von P, nach P,. Wegen des Jordanschen Lemmas [28] liefert auch
das Halbkreisintegral keinen Beitrag, und man erhilt durch Auftrennen der Residuensumme (57) nach Be-
rechnung der Residuen an den Nullstellen der Besselfunktionen im Nenner eine einfache Darsteliung der ge-
suchten Polreihen (55) (siehe auch in [9])

Sg = —Res{geg(D)}z=+, Sy = Res{gu(D)}z=r, . (58)

Die Bestimmung der Residuen in den Gln. (58) an den Polen der Ordnung y ist unschwierig aber recht
langwierig und mithsam. Die so gefundenen geschlossenen Darstellungen fir die Polreihen S und S, aus
Gl. (55) konnen hier nicht explizit wiedergegeben werden. Sie werden im weiteren Rechengang fiir die Stor-
reihen (34) und (51) in die Felddarstellungen eingesetzt, deren endgiiltige Form im ndchsten Abschnitt ange-
geben wird.
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Bild 3. Residuenintegral zur Polreihentransformation.
4.2 Geschlossene L3sungen 1. Ordnung

Durch Aufspaiten der bikomplexen Feldfunktion (14) nach Real- und Imagindrteil in der i-komplexen Ebene
erhilt man die j-komplexen Amplituden der physikalisch relevanten Feldstirken. Im folgenden sollen nun die
gestdrten Eigenfunktionen der mit dem Metrikfaktor h multiplizierten Longitudinalfeldstirken (7) angegeben
werden. Die entsprechenden Transversalfelder lassen sich durch einfache Differentiation aus dem System der
Maxwellgleichungen (8) leicht finden. . -

4.2.1 EH-Wellen (nicht entartete Theorie)

Die folgenden Felddarstellungen gelten flir jede hybride EH ,,- (quasi-E-) Toruswelle, die aus einer Storung
auf eine nicht entartete E ,,-Eigenwelle des runden Hohlleiters entstanden ist, einschlieBlich der E,,’-Welle
aber mit Ausnahme der E,,”-Welle. :

E = —IE—JmUmnE) $, -
mn
) 2 E {(2("3)2 - jrznn) § JnUmné) cos ¢ &y +
2jmnNmn

+ (Bgna)z ["%n- Jm(jmnf) (1 + 82) sin ¢ @ml -

= jmn Tm’ Gma$) (1 = EZ) cos ¢ @m]}

(59)

8 ka Bﬁ,,a

ZH
jaa (m* = 1)

E {jmn Jm’ Umnk) [mcos ¢ &' + sine &,] +
Nmn

+ L plina) [( + @1 = ) sing @y +

(60)

+ mcos ¢ P ]}

mit dem Normierungsfaktor

Nﬁn = Jm'(jmn) \/ ‘215"(1 + ‘SmO) ’ (61)



der normierten Ausbreitungskonstanten

8E.a = V(ka? - j, (62)

und den poloidalen Eigenfunktionen

cos me
ey = { sin m¢} (63)
®n' = {—c:sérslfn’g} ’ (64)
Fiir den Spezialfall der E,,” - Welle erhilt man fir die magnetische Langsfeldstirke
d ka BE a i . ) .
ZH = - = lEn [J;n L U1a8) — Efl(JlnE)] sin2¢ . (65)
2j1aN1a

4.2.2 HE-Wellen (nicht entartete Theorie)

Die folgenden Felddarstellungen gelten fiir jede hybride HE ,,- (quasi-H-) Toruswelle, die aus einer Stdrung
auf eine nicht entartete H ,,-Eigenwelle des runden Hohileiters entstanden ist, mit Ausnahme der H,,-Welle.

ZH = ——In(jma ) ¥ +
mn

+ '2—'_',6_2";;7" {_;'Im(jmn'f) [((1“1)2 + jmn'z) (mTt(nln) - Ez COs ¢ <I:’m) -
Jmn mn . (66)
-m ((ka)2 - J}m,'z) 1+ £ sin ¢ L ] -
- jmn"rm'(jmn'f) [((ka)z +jmn'2) Tfnzn) -

~ (k)% = jmn'2) (1 = £ cos 0 @ }

. s 2aH m Jm'Umn'f)COSgatbm'-}-
Jma” N (67)

+ %Jm(jm,'e) (1 - £)sing <P,,,}

£ - SkaBmoa {jm,,'

mit dem Normierungsfaktor (m # 0)

. 2
Ngn = mUmn’)Jizr‘(l __.1_12_7_2_ ’ (68)
Jmn

der normierten Ausbreitungskonstanten

[3{:03 = \/(ka)z - jmnl2 . 69)
und den Abklirzungen
1 A, sinpe®, ' + mcose P
Thy = 2% 2 2 (70)

App — m



mzn) - Amppcos ¢ &, + msin g &, 70

Af,,,, - m?

sowie

Bmn = J.mn’2 - mZ . (72)
4.2.3 Entartetes Modenpaar F,

E, = = TII—JI(T,,E) sin(e) % .

n
= —2—{(ka)? £ Jy(r,) + (73)
47, N,

+ BP0 [1, (1 = &) Rirad) + 3EN(7,H)] } sinQ9)

1

ZH, = —=—Jo(ry8) =

V2N,
- ) {(Im)2 \/2—6 J ' (1,8) cos ¢ +

473N, (74)
+ (BO2? V2 [1, (1 = £) Jy(ra8) + £ 1, (1,8) [ cos o =
+ ka BPa[2 £ J(r,8) — 7, H(r,6)] cos 20 }
mit dem Normierungsfaktor
Nll = ¢;Jll(7n) (75)
und der normierten Ausbreitungskonstanten

5. Ausblick

Ausgehend vom geraden Rundhohlleiter wurde in dieser Arbeit der EinfluB einer uniform gekrimmten
Lingsachse untersucht, wobei Korrekturterme zu den Eigenfunktionen und Eigenwerten der Hohlleiterwellen
hergeleitet wurden. Eine verwandte Vorgehensweise wurde in [29] benutzt, um die Ausbreitung elektroma-
gnetischer Wellen in verlustfreien inhomogenen Hohlleitern mit Kreisquerschnitt und gerader Lingsachse je-
doch langsam verinderlichem Querschnittsradius zu beschreiben. Man kann sich nun eine Kombination dieser
beiden Inhomogenititen denken, wobei sich ein quasi-Torushohlleiter ergibt, dessen Berechnung in einer wei-
teren Arbeit erfolgen soll. Ist man nur an den Stdrtermen 1. Ordnung interessiert, geniigt sogar schon eine
lineare Superposition der getrennt untersuchten Effekte.
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