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Zusammenfassung ) . '
Es wird die Ausbreitung elektromagnetischer Wellen in verlustfreien inhomogenen Hohlleitern mit Kreis-

querschnitt behandelt. Aufbauend auf der WKB-Methode werden in Analogie zum homogenen kreiszylindrischen
Hohlleiter adiabatische Moden definiert, ‘deren Felder sich der langsam verdnderlichen Struktur fliefend
anpassen. Durch neue Korrekturglieder zu den Eigenfunktionen und Betrachtung gekoppelter Hybridwellen-
paare konnen Wellengleichung und Randbedingungen besser erfiillt werden.

Abstract

The propagation of electromagnetic waves is treated in loss free inhomogeneous hollow waveguides with
circular cross section. Starting from the WKB-method adiabatic modes are defined by analogy with the
homogeneous circular hollow waveguide. Their fields smoothly adapt to the slowly varying structure. The
wave equation and the boundary conditions can be better satisfied by means of new correction terms in-
corporated within the eigenfunctions and consideration of coupled hybrid wave pairs.

1. Einleitung

In der Hohlleiterschaltungstechnik bendtigt man oft Hohlleiterbauelemente, die als reflexionsarmer Ober-
gang zwischen zwei angrenzenden Hohlleitern verschiedenen Querschnitts eingesetzt werden. Diese Bauele-
mente sind hiufig inhomogen in dem Sinn, daf ihre Oberfldchen nicht mit Koordinatenflichen eines orthogo-
nalen Koordinatensystems, in dem die Wellengleichung separierbar ist, zusammenfallen. Eine exakte Losung
der skalaren Wellengleichung fiir die komplexe Amplitude des Vektorpotentials

m AA + sz =0
mit
2) kz = wzue

durch eine Bérnoulli-Separation und Anpassen des vollstindigen Lsungssysteéms an die Randbedingungen
wie in [1] ist nicht mehr méglich.

Die Wellenausbreitung in allgemein inhomogenen Hohlleitern kann mittels Integralgleichungs- oder Diffe-
rentialgleichungsverfahren beschrieben werden. Hierzu geeignete numerische Ldsungsmethoden sind etwa
die Momentenmethode (2] und die Methode der Finiten Differenzen [3]. Hierbei wird die Oberfliche des
Hohlleiters jeweils durch ein diskretes Punktgitter modelliert. Die Maschenweite sollte als Faustregel
nicht gréfer als A/S gewdhlt werden. Bei iiberdimensionierten Wellenieitern (overmoded waveguides) mit
Abmessungen grof gegen die Wellenlidnge erfordern diese numerischen Verfahren hohen Speicheraufwand und
grofe Rechenzeit.

Es wird nun ein analytisches Rechenverfahren vorgestellt, das auf einer genidherten Erfiillung der Wellen-
gleichung und der Randbedingungen beruht und bei dem auch im Fall tberdimensionierter Wellenleiter der
Aufwand an Speicherplatz und Rechenzeit unter &konomischen Gesichtspunkten noch vertretbar ist.

2. Das modifizierte adiabatische Modenverfahren-MAM

2.1 Voraussetzungen

Es werden nur zylindrische verlustfreie Hohlleiter (< = =) mit gerader Lingsachse und Kreisquerschnitt
betrachtet. Der Hohlleiterrand darf weder Knicke noch Spriinge aufweisen. Der normierte Radius ka(kz) des
Kreisquerschnitts sei also stetig differenzierbar und soll sich abhingig von der normierten Lingskoordi-

nate kz nur "langsam'" (siehe 2.3) und monoton 4ndern. Mangels eines der Struktur angepafiten separierbaren
Koordinatensystems werden orthogonale Kreiszylinderkoordinaten benutzt, siehe Bild 1.
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Bild 1 Hohlleitergeometrie.

Nach einer Abschidtzung in [4] ist asymptotisch fiir grofie Querschnitte die Anzahl der ausbreitungsfihigen
Wellen gleich '

@ N = (52
Bei overmoded waveguides mit z. B. ka = 100 liefert diese Abschitzung N = 2500 ausbreitungsfihige Moden.

2.2 Adiabatische Moden

In einer inhomogenen Leitung wie in Bild 1 k&nnen Emn' oder Hmn-Eigenwellen mit jeweils fiinf Feldkompo-
nenten nicht angegeben werden, weil kein separierbares Koordinatensystem bekannt ist, in dem die Rand-
£1ichen mit Koordinatenflichen zusammenfallen. Aufgrund der nur schwachen Inhomogenitit werden die sich
einstellenden Felder starke Ahnlichkeit mit denen des homogenen geraden Kreiszylinders haben. Die ge-
wéhnlichen adiabatischen Moden der inhomogenen Struktur sind nun gerade Felddarstellungen mit den glei-
chen Querschnittseigenfunktionen wie die Eigenwellen eines homogenen Wellenleiters von gleichem Quer-
schnitt [S]. Die Inhomogenitit driickt sich vorwiegend in einer geeignet zu bestimmenden Lingseigenfunk-

tion aus.

In erster Niherung rechnet man also doch mit S5-Komponenten-Wellen, deren Felder man durch Differentiatic
aus einem Vektorpotential mit einer kartesischen Komponente in Lingsrichtung ableiten kann. Ausgehend
vom runden Hohlleiter macht man nun einen adiabatischen Wellenansatz

4) Alp, 9, 2) = CA(p, 9, 2) A, (z) e;
mit
(5) A, 9, 2) = T (K@)p) €™,

wobei der Querschnittseigenwert als



jmn/a(z) bei Emn-Wellen
(6) K(z) = , .
Jmn/a(z) bei Hmn-Wellen

gesetzt wird und jmn bzw. jén die n-ten Nullstellen der gewdhnlichen Besselfunktion Jm bzw. deren Ab-
leitung Jé sind.

Die noch unbekannte Lingseigenfunktion Az(z) bestimnt man aus der Forderung, daB der Ansatz (4) die Wel-
lengleichung (1) zumindest niherungsweise erflillen muf}. Bei Vernachldssigen aller Terme O(a') sowie ho-
herer Ordnung erhdlt man -

| A,
(7 d—z'z-— + kz(z) Az =0

mit dem Quadrat der (z-abhingigen) Ausbreitungskonstanten aus der Separationsgleichung

2

(8) ki(z) =k -3

2.3 WKB-Methode
Zuriickgehend auf Ideen von Wentzel, Kramers und Brillouin zur genidherten Ldsung der Schrédingergleichung

in der Quantenmechanik [6] kann fiir eine langsam veridnderliche Ausbreitungskonstante kz(z) die Dgl. (7)
ndherungsweise geldst werden [7]. Im homogenen Wellenleiter ist kz fir jeden Wellentyp eine Konstante.
Bei schwacher Inhomogenitit dhnelt Gl. (7) der Schwingungsdifferentialgleichung, und dies rechtfertigt

einen L&sungsansatz [7]
(9) A(2) = Az) I3
Die Amplitude A sei langsam und die Phase $ schnell veridnderlich.

Setzt man (9) in (7) ein, so erhdlt man bei Vernachlissigung von A" die WKB-Ldsung

1 =34(2)
(10) A (2) 2 ———e"
,z /Ez(zi
mit dem Phasenintegral
z
an f@ = [ () &
0

Der Ausdruck (10) ist nur so lange eine gute Niherung flir die gesuchte Lingseigenfumktion, als gilt

k|
(12) —— << 1

X, |
Diese Bedingung wird verletzt fiir schnelle Radius#nderungen, die aber nach Voraussetzung ausgeschlossen
sind, sowie fiir Ikz] -+ 0, also bei Amnniherung einer Welle an ihren cutoff.
Cutoff-Moden erfordern eine gesonderte Betrachtung. Eine zunichst noch ausbreitungsfihige Welle nihere

{

sich bei Ausbreitung in einem sich verengenden Kanal ihrem cutoff-Querschnitt. Hier hat ihre Ausbreitungs-
konstante kz eine Mullstelle; von einem reellen Wert im Wellenbereich wechselt sie zu einem imaginiren
Wert im Ddmpfungsbereich. Die Welle wird am cutoff total reflektiert. Durch ihren cutoff-Querschnitt
kann sie keine Wirkleistung transportieren, sie wird exponentiell gedidmpft. Vor dem cutoff baut sich ein



stehendes Wellenfeld auf. Jeder Wellentyp hat, von Entartungen abgeseher (Hon-, E1n-Wellen), seine
cutoff-Stelle z;n bei einem anderen Radius.

j bei E__-Wellen
3 ka(z ) = mn mn

. . 3

Imn bei Hn Wellen

Wellen mit Eigenwerten, die keinen geniigend kleinen Querschnitt (13) finden, erreichen keinen cutoff
und breiten sich ungedimpft in der gesamten inhomogenen Struktur aus.

Zur Bestimmung der Lingseigenfunktion bei cutoff-Moden geht man, ausreichend welt vom cutoff entfernt,
wie oben bei nicht cutoff-Moden vor. In der cutoff-Umgebung approximiert man k in Gl. (7) durch das
lineare Glied einer Taylorreihe und erhalt dabei die neue Dgl.

a%a

(4 5—73 - p(z-z;n) A, =0
z

Die Konstante p ist die Steigung der Kurve von kz im Nulldurchgang. Mit Yilfe der Transformation
1/3 (z-25 )

2 °Zmn

(s) t=p

erhidlt man die bekannte Stokes Differentialgleichung (8]

a’a,
(16) —=-tA =0,
dt z

deren Ldsungen als Airy-Funktionen

~

L%, &0 »t20
an Ai(t) =
13 Ry G e, Grr) <o
- '/B'CIT/S(?t )"11/3(2 %) » 20
(18) Bi(t) =4
/B 0y Gret'D - gy i) » 8 <0

Y

iber Zylinderfunktionen darstellbar sind [9]. Die Lingseigenfunktionen Ai und Bi kennzeichnen Wellen
mit entgegengesetzter Ausbreitungsrichtung.

Zur Felddarstellung der cutoff-Moden im gesamten Hohlleiter miissen die im cutoff-Bereich giiltigen Lings-
eigenfunktionen (17) und (18) stetig differenzierbar an jene angeschlossen‘werden, die nur weit entfernt
von der cutoff-Stelle gliltig sind (10). Langer hat in [10] (siehe auch {11]) uniforme Verbindungs- und
Obergangsformeln angegeben, die im gesamten Raumbereich anwendbar sind.

2.4 Eigenschaften der adiabatischen Moden

Adiabatische Moden in schwach inhomogenen Wellenleitern sind Niherungslésungen der Feldgleichungen.
Obwohl sie keine Eigenwellen der Struktur sind, passen sie sich fliefilend durch Anderung ihres Quer-
schnittseigenwerts X(z) Gl. (b)lder verinderten Geometrie an. Pierce kemnzeichnete diese Adgptions-

fdhigkeit als Prinzip von der Erhaltung der Modenindices [12].

Die zwei wesentlichen Mingel der adiabatidchen Modentheorie sind:



1.) Die Wellengleichung (1) wird mit den geniherten Eigenfunktionen (5) und (10) fUr das Vektorpoten-
tial (4) nicht exakt erfullt. Es gilt vielmehr

9) . M+ KPA = 0(a")
mit a' = da/dz.

2.) Die Randbedingungen bei ¢ = a werden von 5-komponentigen Emn- bzw. Hmn-Wellen alleine nicht er-
flitlt. Der Fehler, verursacht durch die somit vernachldssigte Kopplung, ist ebenfalls von erster
Ordnung O(a').

Im folgenden wird gezeigt, wie man die vernachlissigten Terme 1. Ordnung konsistent als Korrektur in
die bisherigen Rechnungen aufnehmen kann und somit einen redu:ierten Restfehler der Ordmung O(a",(a')” )

erhilt.

2.5 Modifikationen der adiabatischen Modentheorie - MAM

2.5.1 Wellengleichung
Zur genaueren Erfiillung der Wellengleichung (1) Ubernimmt man nicht einfach die Querschnittseigenfunktio-

nen des runden Hohlleiters (5), sondern macht fiir den Transversalterm At in (4) den Ansat:z

(20) At(p, @y Z) = AD(D, 2) etJmQ

und Ubernimmt fiir den Ausbreitungsterm A, die vorher abgeleitete WKB-Niherung.

Mit dem Ansatz (4), (ZO) und der WKB-Niherung fir A, geht man in die Wellengleichung (1). Vernachldssigt
man bei der Differentiation alle Terme 2. Ordnung O(a", (a")” ) behilt im Gegensatz zur Herleitung von
(7) aber alle Terme 1. Ordnung O(a') in der Rechnung bei, so findet man fir den unbekannten Radialterm
eine partielle Dgl. in zwei Veridnderlichen.

3°A 3A 2 da, 3A
p,1 2 2 _m = . 2 z _°
@ we R R S Wk O -

Die rechte Seite von (21) mit der WKB-Néherung fur A, ist von der Ordnung O(a') und liefert eine Korrek-
tur zum Radialterm Jm(K(z)o), siehe Gl. (5), der durch die linke Seite von (21) bestimmt ist.

Man 18st (21) schrittweise durch Picard-Iteration. Ausgehend von dem Startwert
(0) .

(22) Ap I (X(2)p)

findet man nach etwas mithsamen Integrationen einen verbesserten Radialtemm

(23) A£1) = 3 (Ko) (1 + alp, 2)a') + I, (Ko) 8(3, 2)a’

Die Korrekturfaktoren o und 8, die hier nicht explizit angegeben werden, sind von AZ abhingig und des-
halb auch fir hin- und ricklaufende Welle verschieden. Insgesamt unterscheidet sich der verbesserte

: m
Radialtern Ao nur durch Terme O(a') von der adiabatischen Niherung (22).

Durch Einsetzen der neuen Eigenfunktionen in die Wellengleichung (1) erhilt man



(24) w4 k2 A 2o, @y
wihrend bei den adiabatischen Moden noch
(25) MOIFSTIOPEICD!

galt. Der Fehler bei der Wellengleichung komnte somit um eine Ordnung verkleinert werden. Im folgenden
wird gezeigt, daf die modifizierten adiabatischen Moden auch eine genauere Erfiillung der Randbedingungen
erméglichen.

2.5.2 Randbedingungen und Modenkopplung
Aus dem adiabatischen Wellenansatz in (5) leitet man wie im runden Hohlleiter Feldstdrken in Ivlinder-

koordinaten ab, die sich am Holleiterrand flir o = a wie folgt verhalten:

(265 EZ=E¢=HQ=O fir p = a

Die Randbedingungen im verinderlichen Kanal mit zur z-Achse geneigten Winden lauten aber vielmehr

(27a) AxE=0 ~ E§+a'[E§+El:)=O
und

(27b) siw*;-o

sowie

(28) n+H=0 »,mﬁ+#;)-aw§’=o.

Mit den adiabatischen Moden, die sich am Rande wie die Eigerwellen des runden Hohlleiters verhalten (26),
ist auch durch eine hybride Kombination zu EH- bzw. HE-Wellen mit jeweils sechs Feldkomponenten niemals
eine genauere Erfiillung der Randbedingungen (27, 28) in der inhomogenen Struktur méglich.

Bei den modifizierten adiabatischen Moden, deren Felder wegen des neuen Radialtemms (23) sich nicht wie
in (26) verhalten, kann man durch Bildung hybrider Koppelpaare vom %- bzw. HEm-Typ ein besseres Ver-
halten am Hohlleiterrand erwarten. Eine exakte Erfilllung der Randbedingungen ist aber dennoch nicht mdg-
lich, weil die MAM-Methode nicht orthogonale Wellenfelder benutzt und somit E- und H-Feldlinien in kei-
nem Feldpunkt aufeinander senkrecht stehen. Der nicht orthogonale Beitrag hat seine Ursache im Term

J 1 beim modifizierten Radialterm (23); bei geeigneter Wahl eines komplexen Koppelkoeffizienten im
Hybridwellenpaar ist sein Einfluf aber von héherer Ordrnung, und alle Randbedingungen lassen sich mit
einem Restfehler O(a", (a')z) erfillen, wihrend bei den ungekoppelten adiabatischen Moden noch ein Rand-
fehler der Ordmumg O(a') in Kauf genommen werden muflte.

Die Randbedingungen (27, 28) flir das elektramagnetische ‘Gesamtfeld sollen auch von jedem Hybridwellen-
paar angenihert erflillt werden. Mit Hilfe einer Felddarstellung durch die Vektorpotentiale der modi-
fizierten adiabatischen Moden erhilt man bei jedem Hybridpaar ein iiberbestimmtes Gleichungssystem flr
den komplexen Koppelkoeffizienten vy, ..

-+ 1 E -
(29) nX(PmVXK:§+Q TEV"V"Km) 0.

> E _ 1 H, .
(30) n (quxKnm PmmVxVme) 0

mit
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(31) P = bei EHrm-Wellen

1 bei HEm-Wellen

1 bei %-Wellen

(D Qe o
Y m bei HEm-Wellen

Im Sonderfall rotationssymmetrischer Wellen (m = O) niitzt eine hybride Paarbildung jedoch nichts, weil

die je drei Feldkomponenten von E on” und Hon-Wellen sich komplementdr ergidnzen und eine Randkompensation

nicht moglich ist. Der Fehler in den Randbedingungen ist daher hier immer noch O(a'). Eine Verbesserung

dieses Verhaltens ist noch beabsichtigt. Sonstige E-E- und H-H-Kopplung, d. h. Kopplung zwischen Wellen

verschiedener Modenindices, wird vernachldssigt.

Die gesuchten Koppelkoeffizienten der Hybridwellenpaare bestimmt man ausgehend vom iiberbestimmten Glei-
chungssystem (29, 30) durch eine Minimierung der Fehlwinkel der Feldlinien am Hohlleiterrand, siehe

Bild 2.

(33) F =+ x5 = Mn !
mit Et(t)
(34a) taan = EHTET o=2a
und

H, (6)
(34b) t’,an)(‘H = mt T oxa

ausgedriickt durch Tangential- und Normalkomponenten der Feldstirken im Zeitbereich.

ECt)

Bild 2 Fehlwinkel der Feldlinien am Hohlleiterrand fiir den Spezialfall einer geraden Mantellinie
(die Mifweisung ist stark Ubertrieben gezeichnet).



Erste Untersuchungen der Minimierung (33) zeigen, daf die Hybridpaarbildung zu EH oo und HEmn-Wellen
eine genauere Erfiillung der Randbedingungen (27, 28) gestattet, als es mit den gewdhnlichen adiabatischen

Moden moglich ist.

Eine typische fldchenhafte Darstellung der Minimierungsfunktion F aus Gl. (33), aufgetragen lber den
beiden Optimierungsparametern Realteil und Imagindrteil des Koppelkoeffizienten zeigt Bild 3.

3. Ausblick
Das MAM-Verfahren erméglicht durch Korrekturglieder :u den radialen Eigenfunktionen eine bessere Erfiil-

lung der Wellengleichung als bei den aciabatischen \foden. Zusitzliche Betrachtung gekoppelter Hybrid-
wellenpaare reduziert auch den Fehler bei den Randbedingungen. Diese Modifikationen erscheinen notwen-
dig, wenn man beide Verfahren im Spezialfallleines kanonischen Kegelhorns (siehe Bild 2) mit der exakten
Kugelwellenldsung vergleicht. Auch in [13] wurde fir ein Problem aus der Unterwasserakustik die Notwen-

digkeit geeigneter Modifikationen zur adiabatischen Modentheorie erkannt.

In weiteren Untersuchungen sollen schwach inhomogene Hohlleiter betrachtet werden, die’zusdtzlich zu
einer Radiusinderung im Kreisquerschnitt auch eine schwache Krimmung der Lingsachse erfahren. Es soll
die Rayleigh-Schrédingersche Stdrungstheorie mit dem MAM-Verfahren kombiniert werden. Ebenfalls l&sbar
erscheint die Betrachtung anderer Hohlleiterquerschnitte (z. B. Rechteck) oder auch die Bericksichtigung

dielektrischer Innenbeschichtungen im Wellenleiter.

Bild 3 Bestimmung des Koppelkoeffizienten zur Minimierﬁng der Fehlwinkel am Hohlleiterrand.
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